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Resumo:

Este curso apresenta uma visdo geral sobre a resolugdo numérica de

aplicagdes com alta exatiddao em ambientes de alto desempenho, destacando suas
principais caracteristicas, requisitos e principais areas de aplicacdo. S&o abordados
0s aspectos matematicos basicos necessarios para a resolugao destas aplicagbes
em ambientes computacionais paralelos e apresentadas algumas ferramentas e
técnicas computacionais voltadas a melhora do desempenho computacional dos
programas sequenciais e paralelos com alta exatiddo. Ao final do texto sdo descritas
algumas aplicagdes reais com alta exatiddo que estdo sendo trabalhadas em
ambientes de alto desempenho.
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3.1 Introducéo

No decorrer dos tempos varios métodos matematicos foram desenvolvidos a fim de
facilitar a solucdo dos mais diversos tipos de problemas numéricos. Com a utilizagdo de
computadores para abordar problemas matematicos, novos agoritmos foram
desenvolvidos, visando, principalmente, a obtencdo de um mehor desempenho
computacional. Entretanto, quando se trabalha com Computagdo Cientifica, utilizando
nimeros em ponto-flutuante, deve-se preocupar com o controle dos erros gerados pelas
computagdes numéricas, que muitas vezes podem produzir resultados totalmente
errados devido a inexatiddo da representacdo numeérica em formatos binérios, ja que o
resultado gerado é apenas uma aproximagdo do resultado exato. Os erros podem ser
gerados por arredondamentos, por cancelamento ou pela instabilidade numérica dos
agoritmos ou dos problemas. Neste sentido, muitos esforcos de pesguisa tém sido
dirigidos na elaboracdo de uma aritmética que supere as limitagdes impostas pelas
caracteristicas inerentes a aritmética computacional ordinéria, assim como para elaborar
uma fundamentacdo tedrica para a &rea de Computacdo Cientifica. Tanto dos pontos de
vista numéricos e tedricos, alguns dos problemas encontrados na tentativa de atingir tal
objetivo ndo foram solucionados ainda, ndo tanto pela qualidade das pesquisas, mas por
causa da abordagem utilizada.

Até os dias de hoje tem-se buscado uma combinagdo de software, através de
meétodos de inclusdo monoténica, com o hardware através da aritmética de alta exatidao,
matemdtica intervalar, arredondamentos direcionados, produto escalar 6timo etc. para
gue a tarefa de decidir se o resultado € ou ndo satisfatério sgja transferido para o
computador, ou sgja, que se tenha a Computagdo Verificada ou a Vaidacdo Numérica
[Csendes 1999].

Além do aspecto da ata exatiddo ndo se deve esquecer que varios requisitos
devem ser abordados para que se tenha um programa de ato desempenho. Segundo
Maillard estes requisitos devem abordar 0s seguintes aspectos (2005):

» otimizagdo do hardware (processador/rede);
» adaptacdo do sistema operacional;

 uso de middlewares especificos;

* programagdo otimizada;

 agoritmos com eficiéncia comprovada.

Este curso relata a utilizagdo em um ambiente de alto desempenho (do tipo
clusters de computadores) de uma biblioteca que disponibiliza a caracteristica da ata
exatidao (biblioteca C-XSC). Através desta utilizacdo e da consequiente implementacéo
de métodos numéricos computacionais com alta exatiddo em ambientes paralelos, um
vasto campo de pesquisa podera ser aberto no que se refere ao estudo de aplicacfes reais
de grande porte que necessitam durante a sua resolucdo (ou em parte dela) da realizacdo
de operacdes aritméticas com uma exatiddo melhor do gque a obtida usualmente pelas
ferramentas computacionais tradicionais.

O restante deste texto esta organizado como segue. A Secdo 3.2 apresenta 0s
conceitos basi cos necessarios para se ter a Validagdo Numérica no computador. A Secdo
3.3 relata algumas ferramentas computacionais relacionadas ao tema deste curso e, em
especial, descreve as principais caracteristicas da biblioteca de alta exatiddo C-XSC. A
Secdo 3.4 descreve como a biblioteca C-XSC pode ser utilizada em clusters de
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computadores. A Se¢do 3.5 apresenta algumas alternativas de otimizacdo para o C-XSC
visando a melhora de seu desempenho computacional em ambientes paraelos. Por fim,
a Secdo 3.6 mostra exemplos de algumas aplicacBes que estdo utilizando a Validagdo
Numérica na resolucéo de seus problemas e um breve histérico do uso de ferramentas de
alta exatiddo em ambientes computacionais paralel os.

3.2. Conceitos Basicos de Validacdo Numérica

O célculo numérico com a verificagdo de resultados é de fundamental importancia para
muitas aplicacbes como, por exemplo, para a simulagdo e modelagem matemética. Na
andlise cléssica do erro em algoritmos numeéricos, o erro em cada operagdo em ponto-
flutuante é estimado. Na verdade, a possibilidade do resultado estar errado ndo é
normalmente considerada. Do ponto de vista matemético, o problema da correcdo dos
resultados é de grande importancia para garantir a ata velocidade computacional
atingida atualmente. Isto torna possivel ao usuario distinguir entre inexatiddo nos
célculos e as reais propriedades do modelo. No sentido de tornar possivel 0 manuseio de
milhdes de adicbes e subtracbes com o0 maximo de exatiddo, € evidente que as
capacidades da aritmética de ponto-flutuante tradicional tém que ser aumentadas. Dadas
as possibilidades atuais, ndo ha razéo para que isto ndo possa ser feito em um chip,
simulado por software ou pela combinagéo dos dois.

O grande objetivo da Validacdo Numérica é possibilitar que o préprio
computador possa rapidamente estabelecer se o calculo realizado é ou ndo correto e (til
para 0 problema que se quer solucionar. Neste caso, 0 programa pode escolher um
agoritmo alternativo ou repetir o processo usando uma maior precisdo. Técnicas
similares de Validagdo Numérica podem ser aplicadas para muitas areas de problemas
algébricos, tais como a solugdo de sistemas de equagles lineares e ndo lineares, o
célculo de raizes, a obtencdo de autovalores e de autovetores de matrizes, problemas de
otimizacdo, etc. Em particular, a validade e a alta exatiddo da avaliacdo de expressdes
aritméticas e de fungbes no computador esta incluida. Estas rotinas também funcionam
para problemas com dados interval ares.

E importante ressaltar que para que se desenvolvam programas computacionais
gue tenham o paradigma da Validagdo Numérica é obrigatorio o uso de todas as suas
caracteristicas, ou sgja, 0 uso da aritmética de alta exatiddo, dos métodos intervalares de
inclusdo e da convergéncia garantida pelo Teorema de Ponto Fixo de Brouwer, além do
uso de algoritmos apropriados.

A Figura 3.1 apresenta 0s requisitos necess&rios para se obter a Validagdo
Numérica. Com a Validagdo Numérica é possivel desenvolver métodos numéricos para
arealizacdo de computagdes cientificas com verificacio automética do resultado.

Uma abordagem detalhada sobre a Computagdo Verificada e suas técnicas
podera ser encontrada nos livros textos basicos da area, como os de Moore (1966,
1979), Alefeld (1983), Neumaier (1990), Claudio (1989), Kulisch (1981, 1983) e
Miranker (1986). Nas proximas subsegdes serdo abordados os conceitos basicos para se
ter aValidagdo Numérica no computador.
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Figura 3.1. Requisitos para a Computacgéo Verificada

3.2.1. Matematica Intervalar

A matematica intervalar tem sido utilizada em diversas dreas como para resolver
sistemas de equagdes lineares e ndo lineares, equacdes diferenciais ordinarias e parciais,
equagdes integrais e problemas de otimizagdo, como pode ser encontrado em [Hammer
et a. 1993] e [Kramer et al. 1996]. Para cada uma dessas classes de problemas
numeéricos, o emprego da matematica intervalar tem sido acompanhada pelo
desenvolvimento de novas técnicas, as quais véo aém da mera substituicdo dos
coeficientes reais por interval os e do uso de operagdes intervalares.

A extensdo ingénua, por assm dizer, de métodos pontuais em métodos
interval ares tem-se mostrado ser ineficiente, pois ndo ha convergéncia garantida. O uso
desta aritmética, aliada a um controle rigido dos algoritmos, € objeto do atual estado da
arte nesta &rea. A aritméticaintervaar trata com dados na forma de interval os numéricos
e surgiu com o objetivo de automatizar a andlise do erro computacional, trazendo uma
nova abordagem que permite um controle de erros com limites confidveis, aém de
provar a existéncia ou ndo existéncia da solugdo de diversos problemas numéricos.
Véias das caracteristicas do padréo |EEE-754 [IEEE 1985] sd0 necess&rias para a
definicdo da aritméticaintervaar.

Entre elas pode-se destacar a forma de representagdo dos nimeros de ponto-
flutuante, os intervalos de representatividade, os simbolos especiais de mais e menos
infinito (+co e —oo)e 0 simbolo not-a-number (NaN), o tratamento de underflow e
overflow e de outras excecdes e, por fim, as operagdes com maxima exatidéo.

O uso da aritmética intervalar foi desenvolvido inicialmente por Moore [Moore
1966, 1979]. Este ramo da matemética veio se desenvolvendo desde entdo. A
matemética intervalar foi propostaem 1974 por Leslie Fox, combinando diferentes éreas
como: aritmética intervalar, andlise intervalar, topologia intervalar, agebra intervalar
entre outras. Intervalos podem ser aplicados para representar valores desconhecidos ou
para representar valores continuos que podem ser conhecidos ou ndo. No primeiro
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sentido servem para controlar 0 erro de arredondamento e para representar dados
inexatos, aproximagdes e erros de truncamento de procedimentos, como a consisténcia
|6gica de programas e o critério de parada de processos iterativos. No segundo sentido
servem, por exemplo, para testes de verificagdo computacional e para a existéncia e
unicidade de soluces de sistemas ndo lineares. A condicdo necessé&ria ndo € verificada
manual mente, mas automaticamente pelo computador.

O uso da Matemética Intervalar sofreu criticas em fun¢do de dois problemas
principais, 0s quais se resumem em que, muitas vezes, podem resultar intervalos
pessimistas, ou segja, demasiadamente grandes, que ndo possuem muita informagéo
sobre o resultado, gastando-se muito tempo de méaquina. Estas duas criticas foram
facilmente refutadas, uma vez que, com a aritmética avangada, os resultados sdo
produzidos com maxima exatiddo. Quanto ao tempo de processamento, depende da
forma como foi implementada. Existem vérias formas, tanto via software, via hardware
ou através da combinacdo dos dois. Um intervalo real, ou simplesmente um intervalo, é
um conjunto fechado e limitado de nimeros reais. Sejam x; € X, dois nimeros reais ta
gue x; € menor ou igual a x.. Defini-se o intervalo finito X, o qual ser& denotado por [x,
X2], pelo conjunto descrito em (1), onde x; € o limite inferior e X, € o limite superior do
intervalo X. Um intervalo real cobre todos os nimeros reais entre os dois limites. O
conjunto de todos os interval os reais € denotado por 1. Todas as operacfes aritméticas,
operadores relacionais e funcBes elementares S0 definidos para argumentos
intervalares.

X =z, m] ={z|x <2 <2y} 6]

A partir da aritmética intervalar sdo desenvolvidos os conceitos que compdem a
matemdtica intervalar e os métodos intervalares para resolucdo de problemas numéricos.
Uma descricdo completa das operacOes existentes sobre o conjunto de intervalos podera
ser encontrada em [Holbig 2005].

3.2.2. Arredondamentos Direcionados

Os arredondamentos direcionados sdo funcBes de mapeamento Uutilizadas para
representar 0os ndmeros reais em numeros de maguina [Kulish e Miranker 1981].
Quando a funcdo de mapeamento € aplicada a qualquer elemento do conjunto dos
nimeros de maguina ela produz o proprio nimero de mégquina. Para se ter
implementada uma aritmética de alta exatiddo, deve-se ter os dois tipos de
arredondamentos direcionados:

» Arredondamento para baixo ([0x) € a funcdo que aproxima o nimero real x
para 0 menor nimero de maquina que o contém, conforme (2);

» Arredondamento para cima (Ax) é a fungdo que aproxima o nimero real x
para o maior nimero de maguina que o contém, conforme (3).

Vez=min{y € Fly >z z}Vr e R @)
Ax=max{y € Fly <z}Vx e R (3

Vz selr—Vz| < |z — Az
Or=(Vz se|r—Vz|=|z—-Azxle Vzépar 4

Ax  em caso contrario
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Esses arredondamentos s80 necessarios para se ter a garantia nos calcul os, sendo
fundamentais para a implementacdo da aritmética intervalar de méquina. Outro tipo de
arredondamento é o arredondamento simétrico ou para 0 nimero mais préximo de
maquina — Ox o qua arredonda o nimero real x para 0 nimero de maguina mais
préximo e é definido em fungéo dos arredondamentos para cima e para baixo e produz
um menor erro de aproximacado, conforme (4).

3.2.3. Computacgéo de Alta Exatidao

O computador foi inventado para, entre outras coisas, fazer o trabalho complicado e/ou
repetitivo para o homem. Na questdo de célculos em ponto-flutuante, a evidente
discrepancia entre o poder computacional e o controle dos erros computacionais sugere
gue se cologque o processo de estimativa de erro dentro do proprio computador. Para
fazer isso o computador tem que ser feito aritmeticamente mais poderoso que o comum.

Na aritmética binéria de ponto-flutuante ordinéria, definida pelo padréo |EEE-
754, amaioria dos erros ocorre em acumul agles, isto €, pela execucdo de uma sequiéncia
de operagdes de adicéo e de subtragdo. Na aritmética de ponto-fixo, contudo, a operacéo
de acumulagdo é realizada sem erros. Assim, grande parte dos erros encontrados em
ponto-flutuante poderia ser evitada se a acumulagdo fosse realizada em ponto-fixo, em
um acumulador especia [Miranker e Toupin 1986].

Com a atual tecnologia pode-se realizar facilmente essa acumulagdo em ponto-
fixo. Necessita-se, somente, providenciar um registrador de ponto-fixo na unidade de
aritmética que cubra todo o dominio em ponto-flutuante. Se um registrador que possui
esta caracteristica ndo esta disponivel, entdo esse pode ser simulado na memoéria
principal por software. 1sso, infelizmente, pode resultar em perda de velocidade, que,
em muitos casos, € mais importante do que o ganho em confiabilidade do resultado. Por
outro lado, se esse registrador tiver dupla precisdo, entédo os produtos escalares de
vetores de qualquer dimensdo finita poder&o ser calculados de forma exata.

A possibilidade de calcular os produtos escalares de vetores em ponto-flutuante
de qualquer dimensdo, com exatiddo total, abre uma nova dimensdo na andlise
numérica. Em particular, o produto escalar 6timo prova ser um instrumento essencial
para alcancar maior exatiddo computacional.

No sentido de adaptar 0 computador para esta novatarefa (o controle automético
de erros) sua aritmética deve ser estendida ainda com um outro elemento. Todas as
operacBes com nlmeros de ponto-flutuante, que sdo a adicdo, a subtragdo, a divisio, a
multiplicacdo e o produto escalar 6timo de vetores em ponto-flutuante devem ser
supridos com os arredondamentos direcionados e com o arredondamento para o niimero
mais proximo de maguina (definidos na Segéo 3.2.2).

A Aritmética de Alta Exatidao possibilita que os calculos sgjam efetuados com
maxima exatidéo, isto &, o resultado calculado difere do valor exato no maximo em um
arredondamento. Para isto € necess&rio que o formato ou tipo de dado e as operacdes
aritméticas suportadas pelo hardware ou pela linguagem de programacdo satisfacam as
condicdes de um semimorfismo. Todas as operacdes definidas deste modo sdo, entédo, de
maxima exatidao.

O passo inicial para a obtencdo da aritmética de alta exatiddo foi a definicéo do
padréo de aritmética binaria IEEE-754, 0 qual surgiu com o objetivo de padronizar a
aritmética binéria de ponto-flutuante em todas as plataformas. Entretanto, esse padrao
nado especificou os arredondamentos para variaveis complexas, operacdes entre vetores e
matrizes e, também, ndo incluiu o produto escalar 6timo, essencial para a garantia da
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ataexatiddo noscélculos.  Por causa disso, a GAMM/IMACS prop6s outro padréo
gue aborda esses topicos [IMACS e GAMM 1990].

Osrequisitos da aritmética de alta exatiddo sdo: arredondamentos direcionados e
operacBes aritméticas com maxima que sdo definidas de forma que s6 um
arredondamento € aplicado nas operacdes aritméticas basicas, resultando que o valor
calculado e o valor exato diferem por apenas um arredondamento.

Se © é uma operacdo aritmética no espaco dos numeros reais [1, entdo a
correspondente operagdo no computador [2] no conjunto dos nimeros de méquina F é

definida por: x[2l y ;= €(x ° y) para todos x, yOF (onde € é um arredondamento).

Isto é, a operacdo no computador deve ser efetuada como se o resultado exato fosse
calculado primeiramente e, entdo, aproximado com o arredondamento selecionado.

Resumindo, operagtes semimorficas para nimeros reais e complexos, vetores e
matrizes, assim como para interval os reais e complexaos, vetores e matrizes intervalares,
podem ser redlizadas em termos de 15 operaces aritméticas fundamentais em
aritmética de ponto-flutuante: +, —, %, /, [, cada uma com os arredondamentos
para cima, para baixo e para 0 mais préximo de méquina.

O uso da Aritmética de Alta Exatiddo, aliado a matematica intervalar, resultaem
resultados confiaveis e com maxima exatiddo, onde o resultado esta contido em um
intervalo cujos extremos diferem por apenas um arredondamento do valor real. Os
célculos intermedidrios sdo feitos em registradores especiais, de forma a smular a
operacao dos reais, sendo o arredondamento feito sd no final, onde em cada extremo é
aplicado o arredondamento direcionado para baixo e para cima. Na Secdo 3.35 é
apresentado como a aritmética de alta exatidéo € implementada e utilizada na biblioteca
C-—XSC.

3.2.4. Produto Escalar Otimo

O produto escalar entre dois vetores de dimensdo n, definido da maneira tradicional,
envolve 2n—1 arredondamentos, definido em (5), um ap6s cada operagdo, o que pode,
em certos casos, provocar o0 cancelamento de um grande nimero de digitos
significativos, gerando um resultado completamente incorreto.

s
vxw=20 Z Ov; x w; (5)
=1
mn
voxw =0 Zt‘i Wy (6)
i=1

Com o objetivo de evitar este erro, o produto escalar 6timo é realizado através da
definicdo de um registrador com precisdo “infinita’, que permitira o acimulo dos
resultados parciais sem perda de exatiddo. Ao final do célculo é aplicado um
arredondamento, escolhido pelo usuario, sobre o produto e este € transformado em um
nimero em ponto-flutuante. Dessa forma, o resultado calculado difere do exato por
apenas um arredondamento, obtendo-se, com isso, o produto escalar 6timo, conforme
descrito em (6).
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3.3. Ferramentas Computacionais

A resolucdo de sistemas de equactes lineares € um dos problemas numéricos mais
comuns em aplicagdes cientificas. Tais sistemas surgem em conexdo com a solugdo de
equacles diferenciais parciais, determinacdo de caminhos 6timos em redes (grafos) e
interpolagdo de pontos, dentre outras aplicaces [Bortoli et a. 2003]. Os problemas que
podem ser resolvidos através destes sistemas lineares envolvem, por exemplo, a
determinagdo de potenciais em certas redes elétricas, o cdlculo do estresse numa
amacdo de construcdo ou de uma estrutura de ponte, o clculo do padrdo de
escoamento num sistema hidraulico com ramos interconectados ou o calculo das
estimativas das concentragbes de reagentes sujeitos a simulténeas reagdes quimicas.
Além desses exemplos, podem-se citar aplicagdes nas &reas de hidrodindmica ([Rizzi
2002] e [Dorneles 2003]), transporte de massa (mecéanica de fluidos), biomecénica,
sistemas el étricos, fluxo de poténcias [Barboza, Dimuro e Reiser 2004] e asimulagao de
processos de aeracao de gréos em silos de armazenagem [Borges e Padoin 2006].

Devido a esses fatores é que foram selecionados algumas ferramentas
computacionais (tradicionais e com alta exatiddo) que podem auxiliar na solucdo de
sistemas lineares que sdo utilizados na solucdo de aplicagdes reais de grande porte.

Para efeitos didaticos procurou-se dividir estas ferramentas em de alta exatidéo,
0uU sgja, as que possuam pelo menos a caracteristica da ata exatiddo e, em alguns casos,
todas as caracteristicas necessé&rias para se ter a Validagdo Numérica, e em tradicionais
gue sdo as ferramentas seqlienciais e paralelas utilizadas mais tradicionalmente na area
de Computagdo Cientifica.

3.3.1. Ferramentas Seqlenciais e Paralelas Tradicionais
Sobre as ferramentas seqlienciais e paralelas pode-se destacar:

» BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines): € uma biblioteca matematica de
sub-rotinas de operagbes basicas da Algebra Linear. Inicialmente ela foi
desenvolvida em FORTRAN, para uso em programas desenvolvidos nesta
linguagem, mas atualmente ja existem diversas implementacdes e interfaces
para diversas linguagens de programacéo, como C e, mais recentemente,
JAVA (http://lwww.netlib.org/blas);

« LAPACK (Linear Algebra PACKage): E uma poderosa ferramenta para
computagdo numérica de alto desempenho, utilizada para resolver problemas
de dgebra linear como sistemas de equactes lineares, problemas envolvendo
minimos quadrados, fatoracdo de matrizes e autovalores e autovetores. Suas
rotinas foram construidas utilizando chamadas para as funcdes da BLAS
(http://www.netlib.org/lapack);

e PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation): é um
pacote paralelo de estruturas de dados e rotinas para a solucéo de aplicacdes
cientificas modeladas por equacdes diferenciais parciais
(http://mww-unix.mcs.anl.gov/petsc/petsc-2/index.html);

e IML++ (Iterative Methods Library): € uma biblioteca para C++ com métodos

iterativos para a solucéo de sistemas de equactes lineares simétricos e ndo-
simétricos com matrizes densas e esparsas (http://math.nist.gov/iml++/);
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Aztec: € uma biblioteca paraela para a resolucdo de sistemas de equagdes
lineares esparsos aravés do uso de métodos iterativos
(http://www.cs.sandia.gov/CRF/aztecl.html);

PSPASES (Parallel SPArse Symmetric dirEct Solver): é uma biblioteca de
alto desempenho, escalavel, paralela e baseada na biblioteca MPI, que visa a
solugdo de sistemas de equagOes lineares envolvendo matrizes esparsas
simétricas definidas e positivas, provendo varias interfaces para solucionar o
sistema através de métodos diretos (http:/iwww-
users.cs.umn.edu/~mijoshi/pspases/);

SuperLU: é uma hiblioteca de propdsito geral para a solucdo direta de
grandes sistemas de equagdes lineares esparsos e ndo-simétricos em
computadores de alto desempenho. E uma biblioteca escrita em C e suporta
chamadas em C ou Fortran (http://crd.Ibl.gov/~xiaoye/SuperL U/).

A respeito de outras hibliotecas/solvers tradicionais, informagbes adicionais
poderé&o ser encontradas em [Dongarra et al. 2003] e [Karniadakis e Kirby 11 2003].

3.3.2. Ferramentas Computacionais de Alta Exatid&o

As ferramentas de alta exatiddo podem ser bibliotecas desenvolvidas sob algum tipo de
software matematico (MatLab, Maple, ...) ou linguagem de programacéo (C, Pascal ou,
Fortran) ou solvers para a resolugdo de algum problema ou aplicagdo em especifico.
Dentre essas ferramentas pode-se citar:

Linguagens de programagdo para computacdo cientifica (linguagens ou
bibliotecas XSC): essas linguagens sdo formadas pelo Pascal-XSC, pelo C-
XSC e pelo ACRITH-XSC. Com excegdo do ACRITH-XSC, essas
bibliotecas sdo freeware. Detalhes dessas ferramentas poderdo ser
encontrados em [Klatte et al. 1991], [Walter 1991] e [Klatte et al. 1993]
(http://www.xsc.de);

IntLab (Interval Laboratory): biblioteca desenvolvida pelo Prof. S. Rump da
Technical University Hamburg-Harburg (Alemanha). E um toolbox
para 0 Matlab que suporta a aritmética intervalar. Foi desenvolvida com o
objetivo de ser répida e de que seu cdigo possa ser utilizado em uma grande
variedade de computadores, desde PC's até computadores paralelos. Essa
velocidade € obtida pelo uso de ratinas da BLAS - a IntLab é a primeira
biblioteca intervalar construida sobre a BLAS. Outro aspecto dessa
ferramenta é que ela possibilita um ambiente de programacao interativo de
facil utilizacdo de rotinas intervalares, pois ela € um toolbox do Matlab
[Rump 1999] (http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/);

PROFIL/BIAS (Programmer’s Runtime Optimized Fast Interval Library): é
uma biblioteca de classes em C++ que suporta operagdes com nimeros reais
eintervalares (http://www.ti3.tu-harburg.de/keil/profil/index_e.html);

Toolbox b4m: é um toolbox para 0 Matlab baseado na BIAS (Basic Interval
Arithmetic Subroutines — [Knippd 1993]) que suporta a aritmética
intervalar. O b4m providencia uma interface para as rotinas do
PROFIL/BIAS, com isso possibilita que o usuério desenvolva suas rotinas no
ambiente do Matlab e depois as converta facilmente para C++ para calcular
computagdes intensivas. Essa ferramenta foi desenvolvida com dois
objetivos: usar a biblioteca de aritmética intervalar BIAS (em ANSI C) de
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uma maneirainterativa; e adicionar as operacoes aritméticas intervalares e 0s
algoritmos de inclusdo ao padréo de ponto-flutuante do ambiente do Matlab
[Zemke 1998] (http://mww.ti 3.tu-harburg.de/zemke/b4m/);

+ IntPakX: o pacote IntPakX disponibiliza o desenvolvimento de algoritmos
com verificagdo numérica no Maple ([Grimmer, Petras e Revol 2003] e
[Kramer 2002)) (http://ww.math.uni-
wuppertal .de/~xsc/software/intpak X/);

+  Sun Sudio C/C++/Fortran Compilers: compiladores desenvolvidos pela Sun
Microsystems que suporta O uso da aitméica intervalar
(http://devel opers.sun.com/sunstudio/overview/topics/compilers_index.html)

+  MKL (Math Kernel Library): € umadistribui¢do da BLAS desenvolvida pela
INTEL e suas rotinas foram otimizadas para utilizagdo em seus
microprocessadores. Ela prové uma implementagdo da BLAS e do
LAPACK, com todas suas rotinas para a resolucéo de problemas da dlgebra
linear e ainda algumas rotinas matematicas novas, para a engenharia e
aplicagbes financeiras. Sua versdo em Fortran disponibiliza a aritmética
intervalar
(http://www.intel.com/support/performancetool ¢/libraries/mkl/index.htm).

InformagBes adicionais sobre outras bibliotecas/ferramentas de alta exatidéo
poder8o ser obtidas no endereco http://www.cs.utep.edu/interval-comp/intsoft.ntml,
portal sobre aValidagdo Numérica.

3.3.3. Biblioteca C-XSC

Com base nas informagdes j4 apresentadas neste texto uma pergunta deve ser
respondida: Qual o motivo da escolha da biblioteca C—XSC como a ferramenta que
disponibilizarad a dta exatiddo visando a resolucdo de problemas numéricos em
ambientes de adto desempenho? Essa escolha se deve, principalmente, a dois fatores:
disponibilidade e usabilidade. Disponibilidade por ser uma biblioteca freeware; e
usabilidade por o C—XSC ser uma hiblioteca da linguagem C/C++, linguagem
disponivel em praticamente todos os ambientes computacionais € que proporciona gue
sgjam desenvolvidos programas em C/C++ que possam utilizar, em conjunto, rotinas do
C—XSC com de outras hibliotecas cientificas como, por exemplo, rotinas da biblioteca
BLAS.

A seguir, resumidamente, serdo apresentadas algumas caracteristicas da
biblioteca C-XSC destacando, principalmente, as relacionadas com a disponibilizagéo
das técnicas da Validacdo Numérica detalhadas na Segdo 3.2.

O C—XSC é uma biblioteca numérica para a Computacdo Cientifica baseada na
linguagem C++. E uma ferramenta para desenvolvimento de algoritmos numéricos com
a geracdo de resultados com alta exatiddo e verificados automaticamente. Ela fornece
um grande nlimero de tipos de dados numéricos e operadores predefinidos. Estes tipos
sd0 implementados como classes da linguagem C++. Assim, 0 C-XSC permite a
programagao de alto nivel de aplicagcbes numéricas em C++. Ela esta disponivel para
muitos ambientes computacionais que possuam um compilador C++. C—XSC obedece
a0 padrdo ISO/IEC C++.

O desenvolvimento da biblioteca C-XSC iniciou em 1990 no Instituto de
Matematica Aplicada da Universidade de Karlsruhe (Alemanha). Desde entdo muitos
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pesquisadores vém contribuido diretamente e indiretamente para 0 seu
desenvolvimento. Atualmente o C-XSC é resultado da colaboragdo do Instituto de
Matemédtica Aplicada da Universidade de Karlsruhe e do grupo de pesguisa em
Engenharia de Software e Computacdo Cientifica da Universidade de Wuppertal.

Atuamente a versdo disponivel do C—XSC é a 2.2.2. As caracteristicas mais
importantes do C—X SC sdo:

e aritmética intervalar para nimeros reais, complexos, intervalares e
intervalares,

e complexos com propriedades definidas matemati camente;

* vetores e matrizes dinémicos;

¢ subarrays de vetores e matrizes;

¢ tipos de dados de alta exatidéo;

» operadores aritméticos predefinidos com alta exatidao;

e aritmética de multipla precisdo dinamica e fungdes padréo;

» controle de arredondamento para os dados de entrada e saida;

« biblioteca de rotinas para a resolugéo de problemas numéricos;
e resultados numéricos com rigor matematico.

Nas proximas subsecGes serdo apresentados e exemplificados alguns dos mais
importantes conceitos disponibilizados pela biblioteca C-XSC, em especia o0s
referentes ao paradigma da Validagdo Numérica. Maiores detal hes sobre a biblioteca C—
XSC s8o descritos em [Hammer et al. 1995], [Klatte et al. 1993], [Kramer 2002] e
[Hofschuster e Krémer 2001].

3.3.3.1 Tiposde Dados

Além dos tipos numeéricos tradicionais disponiveis no C/C++, o0 C-XSC fornece outros
tipos de dados numéricos simples. real, interval (intervalo de reais), complex
(nimero complexo) e cinterval (intervalo complexo), com seus operadores
relacionais e aritméticos apropriados e fungdes matematicas padrdo. Todos os
operadores aritméticos predefinidos entregam resultados com a exatidéo de no minimo 1
ulp (erro de arredondamento na Ultima posi¢cdo da mantissa). Assim, eles sdo de méxima
exatiddo no senso da computacéo cientifica.

Funcbes de typecast estéo disponiveis para todas as combinacBes Uteis
matematicamente. Constantes literais podem ser convertidas com maxima exatidao.
Todas as fungdes matematicas padrao para os tipos de dados numéricos simples podem
ser chamadas através de seus nomes genéricos e entregam resultados com alta exatidao
garantida para argumentos arbitrariamente admissiveis. As funcdes matematicas
elementares para o tipo de dados interval fornecem vérias inclusdes que sdo
exatamente arredondadas. Funcbes elementares para o tipo de dados cinterval
também estdo disponiveis. Para o tipo de dados escalares apresentados acima, estéo
disponiveis tipos dados que representam matrizes e vetores. rvector (vetor de reais),
ivector (vetor de intervaos reais), cvector (vetor de complexos), civector
(vetor de intervalos complexos), rmatrix (matriz de reais), imatrix (matriz de
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intervalos reais), cmatrix (matriz de complexos) e cimatrix (matriz de intervalos
complexos).

Além desses tipos de dados, 0 C-XSC possui uma série de fungBes mateméticas
padréo com suporte aos tipos de dados real, complex, interval € cinterval
com seus nomes genéricos. Entre essas fungdes pode-se citar seno, co-seno, tangente,
valor absoluto eraiz quadrada.

3.3.3.2 Manipulacdo de Matrizese Vetores

Através dos tipos de dados especiais de matrizes e vetores do C-XSC, o usuario pode
alocar ou desalocar em tempo de execucdo 0 espaco de armazenamento para um array
dindmico (vetor ou matriz). Assim, sem recompilagdo, 0 mesmo programa pode usar
arrays de tamanho restrito somente através do armazenamento do computador. Além
disso, a memodria é usada eficientemente, desde que os arrays estejam armazenados
somente em seus tamanhos requeridos. Quando acessam componentes do tipo array, é
checada a variagdo do indice em tempo de execugdo para incrementar a seguranca
durante a programagao, evitando acesso invalido a memdria.

Além disso, o C-XSC fornece uma notagéo especial para manipular subarrays
de vetores e matrizes. Subarrays sdo partes arbitrarias de arrays retangulares. Todos 0s
operadores predefinidos podem também usar subarrays como operandos. Um subarray
de uma matriz ou vetor é acessado usando o operador () ou o operador [ ]. O operador
() especifica um subarray de um objeto do mesmo tipo que o objeto original. Por
exemplo, se A € uma matriz real nxn, entdo A (i, 1) estd acima e a esquerda na
submatriz ixi. Note que os parénteses na declaragdo de um vetor ou matriz dindmica
ndo especificam um subarray, mas definem a variagéo do indice do objeto a ser alocado.
O operador [ ] geraum subarray de tipo "baixo". Por exemplo, se A é uma matriz nxn,
entdioA[i] éailinhadeA dotipo rvector eA[i][j] é0(i,]) elemento de A do
tipo rmatrix. Ambos tipos de subarray acessados podem também estar combinados,
por exemplo: A[k] (i, 3j) éum subvetor atravésdo indicei para o indicej dalinhak
do vetor da matriz A. O uso de subarrays esta ilustrado na Figura 3.2 onde é
apresentado um trecho de codigo em C-XSC que redliza a fatoragdo LU de uma matriz
A(nxn):

for (j = 1; 7 <= n-1; j++)
for (k = j+1; K <= n; k++)
{
A[k][J] = A[k][3] / A[31[3]1; /* observacao*/
A[k] (J+1,n) = A[k] (J+1,n) - A[k][3] * A[J]1(J+1,n);

Observagdo: Este teste ndo verifica a existéncia de elementos
nulos na diagonal principal

Figura 3.2. Fatoracdo LU de uma matriz A(nxn) em C-XSC

Este exemplo da fatoragdo LU demonstra duas caracteristicas importantes do
C—XSC. Primeiro, se sava um lago no programa usando a notacdo de subarray,
reduzindo assim a sua complexidade. Segundo, o fragmento de programa apresentado é
independente do tipo numéricodamatriz A (rmatrix, imatrix, cmatrix
ou cimatrix), desde que todos os operadores aritméticos estejam adeguadamente
predefinidos no senso matemético. Junto a essas caracteristicas ja apresentadas, o
C-XSC possibilita que se trabalhe com a aocagdo ou redefinicdo dindmica dos
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tamanhos de vetores e matrizes, ou sgja, defini-se um vetor ou uma matriz sem indicar
explicitamente seus indices (enquanto ndo houver a alocacdo do tamanho do vetor ou da
matriz 0s mesmos possuirdo, respectivamente, tamanho 1 ou 1x1). Essa alocacdo serd
realizada em tempo de execucéo.

int n, m;
cout << “Entre com as dimensoes da matriz A(n,n): ”;
cin >> n >> m;

matrix B, C, A(n, m); /* A[1][1] ... A[n][m] */
Resize (B, m, n); /* B[1][1] ... B[m][n] */
C— A * B; /* C[1][1] ... C[n]l[n] */

Figura 3.3. Alocacéo e redefinicdo dinamica matrizes em C-XSC

No exemplo apresentado na Figura 3.3 usa-se a redefini¢do de tamanho para
aocar um objeto do tamanho desgjado. Alternativamente, pode ser determinado o indice
correto quando é definido o vetor ou a matriz, conforme foi realizado neste exemplo
com a matriz A. Um redimensionamento implicito de um vetor ou de uma matriz
também € possivel durante uma atribui¢do. Se o indice do objeto do lado direito de uma
atribuicdo ndo corresponde a aquele do lado esquerdo, o objeto € mudado
correspondentemente no lado esquerdo como apresentado ho exemplo com a atribuicdo
Cc=A*B. O espago armazenado de um array dindmico, que é local para um subprograma,
€ automaticamente liberado antes de o controle retornar para a rotina que o chamou. O
tamanho de um vetor ou de uma matriz pode ser determinado em qualquer tempo
chamando as fungbes Lb () e Ub () para o indice referente aos extremos inferior e
superior da matriz/vetor, respectivamente.

3.3.3.3Uso delntervalos

O uso de intervalos no C—XSC é facilitado pela existéncia do tipo de dado intervalo
(tipo interval). O dado intervao é estendido, também, para intervalos complexos
(cinterval), com seus respectivos dados para matrizes e vetores. A atribuicdo de
dados intervalares pode ser redlizada via solicitagdo ao usuério ou utilizando a funcdo
interval (). Paraamanipulagdo de intervalos também existem funcoes predefinidas
pelo C-XSC.

Dentre essas fun¢bes pode-se destacar as fungfes Inf (), Sup (), mid() e
diam () (extremo inferior de um intervalo, extremo superior de um intervalo, ponto
médio de um intervalo e didmetro de um intervalo, respectivamente). Todas as
operagdes aritméticas basicas (k, +, —,/, I) estdo disponiveis para os tipos intervalares.
Na Figura 3.4 é apresentado um trecho de programa gque apresenta algumas operacoes
aritméticas sobre o tipo de dado intervalar.

3.3.3.4 Arredondamentos Dir ecionados

Usando o conceito corrente e operadores sobrecarregados << e >> do C++, C-XSC
possibilita o controle do tipo de arredondamento e formatacdo durante a entrada/saida
para todos os tipos de dados, mesmo para os tipos de dados dotprecision e
mlltipla precisdo. Par@metros de entrada/saida tais como arredondamentos
direcionados, campo de extensdo etc., também usam os operadores sobrecarregéveis de
entrada/saida para manipular dados de entrada/saida. Se um novo parametro de
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entrada/saida é setado para ser usado, o par@metro antigo pode ser salvo em uma pilha
interna. O valor do novo parémetro pode entdo ser definido. Depois do uso das novas
"setagens’, as Ultimas podem ser restauradas da pilha.

interval a, b, c;

// Entrada de dados do tipo intervalo - via atribuicao
a = interval(-8.0, -2.0); b = interval(-3.0, 4.0);

// Uso da funcao ponto medio (mid) de um intervalo
cout << “Ponto medio de a = ” << mid(a) << endl;

// Uso da funcao diametro (diam) de um intervalo

cout << “Diametro de a = ” << diam(a) << endl;
cout << “Extremo inferior de a = ” << Inf(a) << endl;
cout << “Extremo superior de a = ” << Sup(a) << endl;

c = atb; /* adicao de intervalos (c = atb) */
c = a*b; /* multiplicacao de intervalos (c = a*b) */

Figura 3.4. Uso de intervalos no C-XSC

O C—XSC possui 4 modos de arredondamentos: para 0 nimero mais proximo de
maguina (fun¢do RndNext — arredondamento defaut), para cima (funcdo

RndUp), parabaixo (fungdo RndDown) e sem arredondamento explicito (funcéo
RndNone - as entradas e saidas séo processadas via as fun¢bes do C ANSI scanf () e
printf ()).

Tabela 3.1. Funcdes de arredondamentos direcionados do C-XSC

Funcéo Descricéo
adicdo com arredondamento para cima

addd adicdo com arredondamento para baixo
subu subtracdo com arredondamento para cima
subd subtracdo com arredondamento para baixo

()
0
()
)
mulu () multiplicacdo com arredondamento para cima
0
()
()

muld multiplicacdo com arredondamento para baixo
divu divisdo com arredondamento paracima
divd divisdo com arredondamento para baixo

// divisao de a por b com arredondamenrto para cima
cout << divu(a,b) << endl;

// divisao de a por b com arredondamenrto para baixo
cout << divd(a,b) << endl;

Figura 3.5. Arredondamentos Direcionados no C-XSC
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Além dessas formas e baseado nestes tipos de arredondamentos, 0 C—-XSC ainda
disponibiliza funcbes, apresentadas na Tabela 3.1, que permitem a redizacdo de
operacBes com arredondamentos direcionados (para baixo e para cima) diretamente e
gue os resultados sd0 armazenados internamente no computador ja arredondados,
conforme descrito na Figura 3.5.

3.3.3.5 A Alta Exatidao no C-XSC

Quando se calcula expressdes aritméticas, a exatidao representa um papel decisivo em
muitos algoritmos numéricos. Mesmo se todos os operadores aritméticos e funcbes
padrdo sgjam de maxima exatiddo, expressdes compostas de varios operadores e
fungdes ndo entregam necessariamente resultados com maxima exatidao. Por isso, tém
sido desenvolvidos métodos para avaliar expressdes numéricas com alta exatiddo e
matematicamente garantidos. Um tipo especid de tais expressdes é chamado de
expressfes exatas, que sdo definidas como a soma de expressdes simples. Uma
expressdo simples € uma variavel, uma constante ou um produto de dois objetos. As
varidveis podem ser do tipo escaar, vetor ou matriz. Somente sdo permitidos operadores
matemati camente relevantes para adi¢do e multiplicagdo. O resultado de tal expressao é
um escalar, um vetor ou uma matriz. Em analise numérica, expressdes exatas sdo de
importéncia decisiva.

Por exemplo, méodos de controle de erros ou refinamento iterativo para
problemas lineares ou ndo lineares sdo baseados em expressdes com ata exatidao. O
célculo dessas expressdes com méaxima exatiddo evita cancelamentos. Para obter um
calculo com 1 ulp de exatidao, 0 C—XSC fornece alguns tipos de dados de alta exatidéo:
dotprecision, cdotprecision, idotprecision e cidotprecision. Os
resultados intermediarios de uma expresséo exata podem ser calculados e armazenados
em umavaridvel dotprecision sem qualquer erro de arredondamento.

A Figura 3.6 apresenta um exemplo do céculo do produto escalar 6timo
programado utilizando as funcbes da biblioteca C—XSC. Neste exemplo a fungéo
accumulate () calcula o somatério dos elementos dos vetores A e B e adiciona o
resultado para 0 acumulador accu (varidvel de ata exatiddo do C—XSC) sem erro de
arredondamento. Ao final, o acumulador € arredondado, através da funcdo rnd (), para
avariavel result, conforme especificado pelo padréo |IEEE-754. Com isso, o produto
escalar realizado de forma 6tima pelo C—-XSC possui apenas um Unico arredondamento
durante todo o processo.

real result;
dotpreciosion accu;
rvector A(n), B(n);

accu = 0.0;

for (int 1i=1; i<=n; 1i++)

accumulate (accu, A[i], BI[i]):

result = rnd(accu);

cout << “Produto escalar otimo = ” << result << end;

Figura 3.6. Produto Escalar Otimo no C-XSC
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3.3.6 A Estruturadeum Acumulador dotprecision real

Um acumul ador dotprecision real ocupa um espago de armazenamento
(conforme Figura 3.7) com um tamanho total de bits de acordo com (7), onde g denota o
nimero de digitos de guarda (guard digits) utilizados para 0 caso de ocorréncia de
overflow durante aacumulagdo el denota o tamanho da mantissa[Hammer et al. 1995].

=

2 X ema l l 2% ‘emm‘

Figura 3.7. Estrutura de um acumulador dotprecision real

7
L =g+ 2¢,,0: + 2|€,:| + 2 digitos da base b )
O tipo de dado real do C-XSC corresponde a um ndmero bin&rio em ponto-
flutuante no formato duplo (64 bits — 8 bytes) definidos pelo padrdo |IEEE-754. Assim,
um acumulador dotprecision ocupa um espaco de armazenamento de no minimo
(usando g = 31) 4227 bits (529 bytes), conforme (8).

L=314+2x102342 x| —1022| + 2 x 53
= 4227 bits g
= 529 bytes ®)

= 133 palavras de memoaria de 32 bits cada

Na implementagdo do C—XSC, L = 137 paavras de memdria de 32 hits cada,
devido que cada acumulador dotprecision possui algumas flags internas de
controle.

Os outros tipos de dados idotprecision, cdotprecision e
cidotprecision, correspondentes aos tipos escalares bésicos interval,
complex ecinterval consistem de dois ou quatro acumuladores dotprecision
de reais, respectivamente.

3.4. Alta Exatidao em Cluster de Computadores

Essa se¢éo trata do uso de agregados de computadores (clusters de computadores) em
conjunto com aplicagdes que buscam ata exatiddo. O uso dos clusters é empregado com
0 objetivo de aumentar a capacidade computacional disponivel para as aplicactes. Essa
maior capacidade computacional busca amenizar o aumento do tempo de execucdo das
aplicacOes, decorrente dos requisitos para obtencéo alta exatiddo como, por exemplo. a
aritméticaintervalar [Grimmer 2005, p. 3].

3.4.1. Biblioteca M PI

Conforme Cavaheiro (2006, p. 40) o Messaging Passing Interface (MPI) € uma
ferramenta de programacdo que permite a programacdo concorrente de aplicagdes. Em
especial a hiblioteca MPlI € um padréo de fato e de direito na implementacdo de
aplicacbes computacionais para serem executadas em ambientes computacionais
paralel os que ndo possuem memoria compartilhada. Os agregados de computadores sao
méaquinas paralelas que ndo dispdem de memadria compartilhada’.

1 Uma excecdo sdo 0s componentes dos agregados que porventura possam possuir memoria
compartilhada. Nesse caso, a meméria seria compartilhada apenas entre as unidades processadoras de um
mesmo nodo. Clusters que possuem nodos com memdria compartilhada sdo os que sdo formados por
méguinas de arquitetura SMP ou multi-core, por exemplo. Nesses casos, hd meméria compartilhada em
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O MPI foi criado para resolver o problema de interoperabilidade entre as
diferentes bibliotecas para exploracéo do paralelismo por meio de trocas de mensagens.
Ele define um conjunto padr8o de rotinas para trocas de mensagens que pode ser
utilizado para escrever um programa paralelo portavel utilizando C, C++ ou Fortran
[Gramaet. al. 2003].

O padréo MPI foi concluido no final do primeiro semestre de 1994 (versdo 1.0)
pelo MPI Forum e atualizado na metade do ano seguinte (versao 1.1) ([Céaceres e Song
2004] e [Message Passing Interface Forum 2004]). A versdo 2 teve sua preliminar
apresentada no SuperComputing’96, e em abril de 1997 o documento MPI-2 foi
unanimemente votado e aceito [Ignacio e Ferreira Filho 2002]. Ele é o resultado de um
esforgo da comunidade para definir e padronizar a sintaxe e semantica de uma biblioteca
de rotinas para trocas de mensagens que pudesse ser implementada numa ampla
variedade de maquinas paralelas [Caceres e Song 2004]. Alguns autores apontam sua
utilizacdo e aceitacdo atual € devida a colaboragdo dos membros que constituiram o MPI
Forum. O MPI Forum foi aberto, constituido por pesquisadores, académicos,
programadores, usuarios e fabricantes, representando aproximadamente 40
organizagoes.

O padréo MPI ndo define uma implementacdo, mas sim a légica das operagdes
para comunicacdo entre processos. Dessa forma, as implementacbes desse padréo
podem ser realizadas por programadores especialistas em cada hardware a ser portado.
A disponibilizacdo de diversas implementacBes que funcionam em arquiteturas
distintas, conduz o MPI a um beneficio adicional: a transparéncia. Uma aplicacéo
desenvolvida num determinado sistema computacional homogéneo pode ser facilmente
executada em outro sistema, com diferente arquitetura e até mesmo heterogéneo,
contendo maguinas com diferentes arquiteturas [ Caceres e Song 2004].

Ainda que possua vérias implementacOes, elas conseguem apresentar um bom
desempenho uma vez que somente a logica das operacbes € especificada. A
implementacao fica a cargo de desenvolvedores que otimizam o codigo de acordo com o
hardware a ser portado.

Existem implementagdes especiadmente desenvolvidas para familias de
computadores, computadores especificos e versdes disponibilizadas por universidades e
centros de pesquisa que funcionam em diversos tipos de maquinas. As principais
implementactes que funcionam em vérias plataformas de hardware sdo:

e MPICH: Argonne National Laboratory/Mississipi State University;
e LAM: Ohio Supercomputer Center/Indiana University.

O Local Area Multicomputer (LAM) é uma versdo que foi desenvolvida para
funcionar tanto em clusters como em estacfes de trabalho ligadas através de rede
(méguinas NOW). Dessa forma, disseminou-se rapidamente mesmo quando o nimero
de clusters dedicados ao processamento de alto desempenho era reduzido. Essa sera a
versao que sera utilizada nas demais referéncias e exemplos no decorrer do texto, sendo
executada no SO Linux.

3.4.2. Integrando as Bibliotecas C-XSC e MPI

A escrita de aplicagbes com MPI segue 0 modelo de trocas de mensagens, onde
processos sd0 executados em espacos de enderecamento de memoria distintos
(multicomputadores). A comunicacdo ocorre quando uma regidao de memoria de um

um componente do cluster (intra-nd) e o restante do agregado n&o possui meméria compartilhada.
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processo € copiada para outro. Esta operagdo € realizada quando um processo executa
uma operacdo de envio (send) e 0 outro executa uma de recebe (receive) o contelido de
memoaria a ser comunicado [Gropp, Lusk e Skjellum 1999, p. 13].

Nesse contexto, uma aplicacdo paralela escrita com MPI é constituida processos
concorrentes que se comunicam por meio de rotinas do tipo envialrecebe para o
compartilhamento dos dados. Cada um destes processos pode executar um fluxo de
execucdo diferente do outro, caracterizando um modelo de execugcdo com Multiple
Program Multiple Data (MPMD) [Ignécio e Ferreira Filho 2002, p. 107]. Na préatica,
utiliza-se disparar um Unico programa gerando multiplos processos onde cada processo
ira executar uma porcao delimitada do codigo. Esse modelo é conhecido como Smple
Program Multiple Data (SPMD) e segundo Costa, Stringhini e Cavalheiro € “uma
formanatural de programar” aplicagdes MPI (2002, p. 56).

As aplicacBes que utilizam a biblioteca C-X SC buscam solugdes computacionais
gque propiciem resultados com ata exatiddo e verificados automaticamente. Essas
caracteristicas sio fornecidas por meio de diversos tipos de dados especificos e
operadores pré-definidos, implementados em C++ [Hélbig 2005].

3.4.2.1 Programacdo com MPI e C-XSC

O MPI possui aproximadamente 120 fungdes (pode variar de acordo com a
implementacao), porém o nimero de seus conceitos chaves € menor. Para compreender
o funcionamento da escrita de aplicactes em MPI deve-se compreender:

* Processos MFI;

e Comunicadores;

+  Mensagens.

A execucdo das aplicagdes escritas com MPI ocorre com o disparo em paralelo
de seus processos, geramente com o auxilio do script mpirun, fornecido por diversas
implementactes do MPI. Num cluster onde existem vérias instancias de S.O.s, uma em
cada nodo, aidentificacdo dos processos MPI é realizada por meio de seu rank.

Os processos MPI organizam-se em grupos ordenados para redizar uma
comunicacdo eficiente. Para possibilitar a comunicacdo entre 0s processos do grupo, o
MPI introduz o conceito de comunicadores, que nada mais sGo do que um conjunto de
processos que podem ser conectados. Por padr&o, todos os processos fazem parte de um
grupo unico associado ao comunicador pré-definido MPT COMM WORLD.

Para a comunicagdo dos processos através dos comunicadores o MPI definiu um
formato de mensagens. Elas podem ser enviadas ou recebidas e sdo compostas de duas
partes. dados (contelldo comunicado) e envelope (informagBes de controle da
comunicagdo). Os dados a serem comunicados compreendem a referéncia na memoria
onde eles devem ser copiados/acessados bem como o tipo de dado sendo comunicado. O
envelope contém informacOes sobre a origem/destino das mensagens, representadas
geramente pelo rank de cada processo.

3.4.2.2 Tipos de dados suportados pelo MPI x tipos de dados do C-XSC

Os tipos de dados utilizados nas mensagens MPI ndo sdo tipos padréo da linguagem de
programagdo utilizada. Ao invés, o MPI proporciona tipos proprios de dados para
permitir a utilizacdo de méaguinas com arquiteturas diferentes na composicdo de sua
maquina virtual paralela. Esse fato € devido a uma implementacdo ndo homogénea dos
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tipos de dados na grande variedade de méaguinas as quais 0 MPI é portado. A Tabela 3.2
ilustra os tipos de dados suportados no MPI e sua relagdo com os disponiveis ha
linguagem C/C++ e relaciona os tipos MPI associandos com os tipos padréo da
linguagem C/C++. Os dois Ultimos, MPI BYTE e MPI PACKED ndo possuem
correspondente direto na linguagem C/C++.

A biblioteca C-XSC dispdem de tipos de dados especificos para a computacdo
verificada e de alta exatiddo, diferentes dos tipos fornecidos em C/C++. Sdo tipos de
dados para suportar intervalos (interval € cinterval), ndmeros complexos
(complex) e também para a aritmética de alta exatiddo (dotprecision). Além
desses tipos escalares, arranjos unidirecionais (vetores) e bidimensionais (matrizes) dos
tipos diferenciados de dados sdo fornecidos.

Tabela 3.2. Tipos de dados do MPI relacionados aos fornecidos pela linguagem

C/C++
Tipos de dadosdo M PI Tiposdedadosem C
MPI CHAR signed char
MPI SHORT signed short int
MPI INT signed int
MPI LONG signed long int
MPI UNSIGNED CHAR unsigned char
MPI UNSIGNED SHORT unisigned short
MPI UNSIGNED unsigned int
MPI UNSIGNED LONG unsigned long int
MPI FLOAT float
MPI DOUBLE double
MPI LONG DOUBLE long double
MPI BYTE
MPI PACKED

Fonte: PACHECO, 1997, p. 48

A programagdo de aplicagdes computacionais envolvendo MPI e C-XSC deve
permitir a comunicagdo dos dados manipulados em C-XSC através das estruturas de
comunicagdo disponibilizadas pelo MPI. Para essas tarefas, os tipos ndo relacionados
com nenhum tipo especifico em C/C++ podem ser utilizados, aém da criagdo de novos
tipos de dados por meio de funcbes do MPI.

3.4.2.3 Mapeando tipos do C-XSC em MPI

Ambas as estratégias (criar novos tipos ou usar MPI BYTE/MPI PACKED) para
mapear tipos de dados do C-XSC em formatos compativeis com comunicagdes do MPI
possuem vantagens e desvantagens. Dependendo do caso pode ser necessario uma ou
outra e, a unido de ambas por vezes é indispensavel.

A criacBo de novos tipos de dados possui como principal vantagem a
possibilidade de seu uso em grande parte das fungdes de comunicagcdo do MPI, desde
comunicagdo ponto a ponto, tanto sincronas como assincronas, até comunicagoes
coletivas. Sua principal desvantagem na integragdo com o C-XSC € a impossibilidade
de tipos com tamanho variavel, como € o caso dos vetores e matrizes do C-X SC. Porém,
para os tipos de dados escalares é a forma recomendada [Grimmer 2005].
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Dentre os tipos que ndo possuem ligagdo direta com tipos padrdo do C/C++ o
tipo MPI BYTE pode ser usado para enviar uma seqiéncia de bytes continua na
memodria. Dessa forma, em conjunto com o operador sizeof, onde se pode determinar
o tamanho em bytes de um elemento em C/C++, 0 uso do MPI BYTE pode ser
considerado uma opgao®. Essa solucdo pode ser diretamente empregada em tipos
escalares, exceto 0 dotprecision que necessita de um tratamento especia pela
caracteristica do nimero [Hoélbig 2005].

O MPI PACKED pode ser usado para uma extensa lista de situagOes, desde
mapeamento de tipos escalares até tipos de arranjos. A principal desvantagem dessa
forma de mapeamento € que um tipo de dados MPI PACKED n&o € um novo tipo de
dados, mas ssim uma cépia dos diferentes dados numa area de armazenamento auxiliar,
destinada a servir como um buffer de comunicacdo. Dessa forma, o consumo de
memoaria € duplicado, uma vez que os dados devem ser armazenados em seu formato
original e também empacotados no buffer. Outra desvantagem é que o tipo de dados
MPI PACKED ndo pode ser usado com operacOes de computacdo global, como, por
exemplo, 0 MPI Reduce. Como principal vantagem, o uso do tipo MPI PACKED
permite a comunicacdo de dados de tamanho varidvel (como vetores e matrizes) e pode
ter suas funcdes de empacotamento (MPI Pack) e desempacotamento (MPI Unpack)
associadas a sobrecarga de rotinas de comunicacao, facilitando seu uso [ Grimmer 2005].

Os tipos escalares do C-XSC, exceto o tipo dotprecision podem ser
relacionados diretamente dados do tipo double em C++. O que difere entre eles é a
gquantidade de valores double usados para 0 armazenamento. A Tabela 3.3 ilustra a
relacéo dos tipos escalares do C-XSC com valores double em C/C++.

Tabela 3.3. Tipos de dados do C-XSC relacionados com tipo double em C/C++

Tipos de dados do C-XSC Namero de
elementos
Real 1
Interval 2
Complex 2
Cinterval 4

Uma variavel do tipo real pode ser diretamente mapeada como um double
em C/C++. O tipo interval, por conter um intervalo de objetos do tipo real, é
armazenado em 2 variaveis continuas do tipo double. As varidveis complex, que
armazenam numeros complexos (parte real e parte imaginaria), sdo armazenadas em 2
variavels do tipo double. O tipo cinterval, que representa um intervalo de
nimeros imaginarios, contém 4 valores double.

3.4.3. Validando a Alta Exatidao em Clusters

Nesta secdo é descrito como pode ser realizado o processo que possibilita o uso do
C—XSC em clusters e a sua integragdo com a hiblioteca de troca de mensagens MP
propiciando, com isso, a disponibilizac&o da alta exatiddo em clusters de computadores.

34.3.1Usodetiposescalares real, interval, complex € cinterval

Uma das formas de usar as propriedades do C-XSC em conjunto com o MPI é a
criagdo de tipos de dados no MPI que mapeiem os dados do C-XSC. Para a criacéo de

2 Assume-se que a arquitetura usada mapeia um char em um byte.
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novos tipos de dados em MPI podem-se usar as seguintes func¢fes ([Pacheco 1997] e
[Gropp et. a 1999]):
* MPI Type contiguous: permite a criagdo de um novo tipo de dados
com elementos do mesmo tipo continuamente a ocados na meméria;

* MPI Type vector: permite a criagdo de um novo tipo de dados com
elementos do mesmo tipo parcialmente continuos na memoria, variando em
blocos regulares;

* MPI Type indexed: permite a criagdo de um novo tipo de dados com
elementos do mesmo tipo néo continuamente alocados na memdria;

* MPI Type struct: permite a criagdo de um novo tipo de dados com
elementos de diferentes tipos ndo continuamente alocados na memoria;

* MPI Type commit: disponibiliza um tipo de dados criado para ser
utilizado em comuni cacoes.

Uma vez que os dados dos objetos que representam tipos escalares estdo
continuamente alocados na memoria, para a criagdo de tipos de dados em MPI que
representem os tipos de dados escalares do C-XSC pode-se utilizar apenas o
MPI Type contiguous seguido deumMPI Type Commit.A Figura3.8ilustra
0 protétipo dessas funcdes.

int MPI Type contiguous (

int count; /* in */ int MPI_Type commit (
MPI Datatype old t; /* in */ MPI Datatype* new t); /* in/out*/
MPI Datatype* new_t) /*out*/ (a) (b)

Fonte: Pacheco 1997, p. 95 e p.97

Figura 3.8. Prototipos de fungdes do MPI para criagdo de tipos de dados

Com as funcdes descritas na Figura 3.8 pode-se criar tipos de dados do MPI para
os tipos do C-XSC: real (MPI_CXSC_REAL), interval
(MPI_CXSC_INTERVAL), complex (MPI_ CXSC COMPLEX) € cinterval
(MPI_CXSC_CINTERVAL). O codigo descrito na Figura 3.9 exemplifica a criagdo de
aguns desses tipos juntamente com uso de rotinas de comunicacdo ponto a ponto e de
grupo.

Na Figura 3.9, até a linha 4 s8o estdo inseridos os includes e diretivas que
especificam o0 uso do MPI e de rotinas especificas do C-XSC. Para uma correta
compilagdo recomenda-se inserir a diretiva de inclusdo do MPl (mpi.h) antes das
diretivas de inclusdo de fungBes do C-XSC. Entre as linhas 6 e 10 sdo definidas as
variaveis usadas pelo programa. S&o definidas 3 variaveis com tipos do C-X SC (linhas 6
e7) e 3 variaveis com tipos de dados do MPI (linhas 9 e 10). Ressalta-se que nalinha 10
S50 definidas varidveis do tipo MPI Datatype, que serdo usadas para a criagdo dos
tipos do C-XSC.

A criagdo dos tipos de variaveis do C-XSC no MPI ocorre nas linhas 14 a 17.
Inicialmente € criado o tipo MPI CXSC REAL, como sendo 1 elemento do tipo
MPI DOUBLE (linha 14). Antes de possibilitar que esse tipo possa ser usado em
comunicagles, ele serve como base para a criagdo do tipo MPI CXSC INTERVAL,
criado como sendo 2 objetos do tipo MPI CXSC REAL (linha 15). Apo6s os tipos
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criados sdo liberados para serem usados em comunicagdes, por meio da fungéo
MPI Type commit (linhas 16 e17).

1. #include <mpi.h> // para uso do MPI

2. #include <interval.hpp> // biblioteca para uso de intervalos
3. using namespace std;

4. using namespace CxScC;

5. int main ( int argc, char ** argv ){

6. interval a, b;

7. real r;

8 int meurank, procs, i, tag=1l0;

9. MPI Status status;

10. MPI Datatype MPI CXSC REAL, MPI CXSC INTERVAL;

11. MPI Init (&argc, &argv);

12. MPI Comm rank (MPI_COMM WORLD, &meurank);

13. MPI Comm size (MPI_COMM WORLD, &procs);

14. MPI Type contiguous(1,MPI DOUBLE, §MPI CXSC REAL) ;

15. MPI_Type contiguous (2,MPI_CXSC REAL, &MPI_CXSC INTERVAL) ;

16. MPI Type commit (&MPI CXSC REAL) ;

17. MPI Type commit (&MPI CXSC_INTERVAL) ;

18. if (meurank == 0) {

19. a = interval(-8.0,-2.0);

20. cout << "Processo " << meurank << "Intervalo a = " << a << endl;
21. for (i=1; i < procs; i++)

22. MPI Send(&a, 1, MPI_CXSC_INTERVAL, i, tag, MPI_COMM WORLD) ;
23. r = Sup(a) + Inf(a);

24. }

25. else{

26. MPI Recv (&b, 1,MPI CXSC_INTERVAL,O, tag,MPI COMM WORLD, &status);
27. Inf(b) = Inf(b) + procs;

28. Sup (b) = Sup(b) * meurank;

29. cout << "Processo "<< meurank << "Intervalo b = " << b << endl;
30. }

31 MPT Bcast (&r, 1, MPI CXSC REAL, 0, MPI COMM WORLD) ;

32. if (meurank != 0)

33. cout << "Processo " << meurank << " Valor real=" <<r<< endl;
34. MPI Finalize();

35. return (0); }

Figura 3.9. Exemplo de uso de criagéo de tipos do C-XSC em MPI e comunicagdes

A partir da linha 18 inicia o codigo de execugdo. O programa segue a linha de
programagdo SPMD onde a varidvel meurank ird diferenciar o codigo a ser executado
por um ou outro processo. Essa variavel recebe valor (linha 12) junto do bloco de
inicializagdo do MPI (linhas 11 a 13).

O processo de rank zero ird definir valores para uma varidvel interval
(linha 19) e mostrar esses valores na saida padréo (linha 20). Apos, nalinha 22 ele envia
uma mensagem aos demais processos em execucdo com o contelido dessa variavel
interval (é enviado apenas 1 elemento), usando a fungdo MPI Send e 0O tipo de
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dados explicitamente criado MPI CXSC INTERVAL. ApOso(s) envio(s) ele atribui um
valor paraavariave real, usando fungdo do C-XSC de manipulagéo de intervalos (linha
23).

Os processos com rank diferente de zero recebem (linha 26) a mensagem
enviada usando o tipo de dados criado (MPI CXSC INTERVAL) em outravariavel do
tipo interval. Em seguida, os limites do intervalo recebido sGo modificados, usando
as variaveis de controle do MPI e fun¢do de manipulacdo de intervalos do C-XSC
(linhas 27 e 28). Apds, os vaores do intervalo s8o mostrados na saida padréo,
redirecionada pelo MPI, seu contetido (linha 29).

Os processos em execucdo redlizam um broadcast (MPI Bcast) de uma
varidvel do tipo real (linha 31). Essa operagdo de comunicagdo global utiliza o tipo
criado (MPI_CXSC_ REAL), possuindo seu nodo raiz apontando para 0 processo com
rank zero (origem dos dados) que seréo copiados para a variavel “ r” nos demais
processos. Em seguida os processos que obtiveram valor para a variavel real através de
broadcast mostram na saida padr&o o contelido dessavariavel. A Figura 3.10 apresenta o
resultado da execucdo da aplicacdo em 4 processos.

Processo O Intervalo a
Processo 2 Intervalo b
Processo 3 Intervalo b

[ -8.000000, -2.000000]
[ -4.000000, -4.000000]
[ -4.000000, -6.000000]

Processo 2 Val or real -10. 000000
Processo 3 Val or real -10. 000000
Processo 1 Intervalo b [ -4.000000, -2.000000]
Processo 1 Val or real -10. 000000

Figura 3.10. Execucédo de aplicacdo com MPI e C-XSC que comunica real e interval

Para a compilag8o do programa da Figura 3.9 deve-se usar o script mpiCC ao
invés do g++ (C-XSC) e do mpicc (MPI com c). Os parametros aceitos pelo mpiCC sdo
0s mesmos do g++. A Figura 3.10 apresenta o resultado dos comandos cout, que ndo
necessariamente mantém a ordem dos processos em execucdo, uma vez que a eXecugao
éem paralelo.

22. MPI_Send(&a, sizeof(a), MPI_BYTE, i, tag, MPI_COVM WORLD);

26. MPl_Recv(&b, sizeof(b), MPI_BYTE, 0, tag, MPI_COWMM WORLD, &status);

31. MPl_Bcast (&, sizeof(r), MPI_BYTE, 0, MPI_COWM WORLD);

Figura 3.11. Linhas modificadas para uso de real e interval com tipo MPI_BYTE

O mesmo exemplo da Figura 3.9 pode ser implementado sem a criagéo de tipos
especificos do MP, utilizando o tipo MPI_BYTE (seqiiéncia continua de bytes). Nesse
caso, ndo € necessaria a criagdo dos tipos de dadosMPI CXSC_* (linhas 10 e 14 a 17).
Para as comunicagoes, ao invés de usar um elemento do tipo criado, deve-se usar o
operador sizeof paradelimitar a quantidade a ser comunicada. A Figura 3.11 mostra
as modificagdes nos codigos de comunicagdo para uso com o tipo MPI BYTE.

A criagdo do tipo de dados, ainda que necessite a escrita de codigo extra,
proporciona uma melhor legibilidade do programa, uma vez que a quantidade de
elementos (segundo argumento das funcBes de comunicagdo) fica explicitamente
definida além do tipo de dados sendo comunicado.
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3.4.3.2 Uso com vetor es e matrizes

O C-XSC oferece recursos para trabalhar com arranjos de dados unidimensionais ou
bidimentionais com facilidades, como por exemplo, de verificagdo automatica dos
indices acessados. Dessa forma, ndo é aconselhdvel criar vetores de reais usando a
definicdo “real vet[N]” esimusar otipo rvector.

Além do tipo rvector, 0 C-XSC oferece vetores para interval (ivector),
complex (cvector) e cinterval (civector). Da mesma forma, tipos
especificos para os tipos de dados diferenciados do C-XSC sdo fornecidos para
matrizes. Esses tipos que compdem conjuntos de dados de mesmo tipo, também
possuem aindicacdo dos limites de cada dimensdo. Além dos limites, os tipos de dados
possuem um elemento extra que armazena o tamanho de cada dimensao.

Uma vez que pode-se definir vetores e matrizes de tamanhos diferentes, a opcéo
de criar um tipo de dados para cada tipo correspondente no C-XSC ndo tem sentido,
uma vez teriam de ser definidos tipos de dados para cada tamanho de matriz ou vetor
desgjado. Entéo, para a comunicacdo de tipos de dados néo escalares do C-XSC em MPI
uma solugéo é usar o tipo de dados do MPI conhecido como MPI PACKED.

z

O MPI PACKED nd é um novo tipo, mas sim um formato de dados
“empacotado” para a transmissdo/recepcdo dos dados. Antes do envio, os dados que
necessitam ser transmitidos devem ser empacotados em um buffer. O processo receptor,
apos receber os dados “ empacotados’ deve antes de usa-los desempacota-los, o que em
outras palavras significa colocélos no formato original. A Figura 3.12 descreve os
protétipos das fungcbes do MPI para empacotamento (MPI Pack) e de
desempacotamento (MPI_Unpcak).

int MPI Pack ( int MPI Unpack (
void* inbuf, /* in */ void* inbuf, /* in */
int insize, /* in */ int insize, /* in */
MPI Datatype datatype, /* in */ int* position, /*in/out*/
void* outbuf, /* out */ void* outbuf, /* out */
int outsize, /* in */ int outsize, /* in */
int* position, /*in/out*/ MPI Datatype datatype, /* in */
MPI Comm comm) /* in */ MPI_ Comm comm) /* in */
(a) (b)

Fonte: Pacheco 1997, p. 375-376
Figura 3.12. Prot6tipo das fun¢c8es MPI_Pack e MPI_Unpack

Para empacotar/desempacotar dados deve-se usar uma (extensa) area de
memoaria do tipo char como buffer. Apos esse buffer deve preenchido com os dados
por meio da fungéio MPI_Pack. Cada dado empacotado deve ter um tipo do MPI
definido. No preenchimento do buffer deve-se ter o cuidado de gustar as posicgoes,
iniciado umavariével inteira com a posi¢ado zero e passando a mesma por referéncia. No
desempacotamento, devem-se extrair do buffer os elementos, na mesma ordem em que
foram empacotados, indicando a correta posicdo e o tipo do elemento, atribuindo a
referéncia de varidveis especificas. Iguamente deve-se iniciar pela posicdo zero do
buffer, passando a varidvel por referéncia. A Figura 3.13 ilustra um cddigo fonte com
envio e recebimento de vetores e matrizes de intervalos de reais.

Na figura 3.13 a porc¢do inicia é semelhante ao inicio da Figura 3.9, com a
inclusdo de diretivas, declaracdo de varidveis, iniciaizacdo do MPI e criacéo de tipos. A
excecdo é a definicdo de algumas constantes. O modelo usado é o SPMD sendo o
codigo contido entre as linhas 17 e 26 executado pelo processo com rank Zero e 0
codigo entre as linhas 28 a 31 pelos demai's processos.
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O processo com rank zero atribui valores para a varidvel “a” que é do tipo
imatrix (linhas 17 a 19). Ap6s na linha 20, o contetido da matriz é empacotado no
buffer, sendo empacotados LIN * COL elementosdotipo MPI CXSC_ INTERVAL. O
empacotamento ocorre da referéncia do elemento a[1][1] uma vez que o C-XSC
inicia os indices de vetores e matrizes em 1. Nessa operacdo, a variavel posicao €
passada por referéncia e atualizada, caso seja necessario empacotar mais elementos. Na
linha 21 é realizado em broadcast do conteido empacotado.

1. #include <mpi.h> // para uso do MPI

2. #include "imatrix.hpp" // biblioteca para uso do tipo de dado matriz

3. #define LIN 3 // de intervalos reais

4. #define COL 2

5. #define BUFFER 10000

6. /* uso dos namespaces std e cxsc */

7. int main ( int argc, char ** argv ) {

8. imatrix a (LIN,COL) ;

9. ivector b (COL) ;

10. int meurank, procs, i, j, tag=10, posicao=0;

11. char buff[BUFFER]; // buffer para envio. Pode necessitar ser maior

12. MPI Status status;

13. MPI_Datatype MPI_CXSC_REAL, MPI_CXSC_INTERVAL;

14. /* Inicializagdo do MPI, obtengdo de procs e meurank */

15. /* criacdo dos tipos MPI CXSC REAL e MPI CXSC_ INTERVAL */

16. if (meurank == 0){

17. for(i=1; i <= LIN; i++)

18. for (§=1; j <= COL; j++)

19. alil[j] = interval(-1.375 * i + §, 1.477 * i + §);

20. MPI Pack(&a[1][1],LIN * COL, MPI CXSC_INTERVAL,

buff, BUFFER, &posicao, MPI COMM WORLD) ;

21. MPI Bcast (buff, posicao, MPI_PACKED, 0, MPI_COMM WORLD) ;

22. for(i=1; i < procs; i++){

23. MPI_Recv(&b[1l], COL * sizeof (interval), MPI_BYTE, i, tag, MPI_COMM WORLD,
&status) ;

24. cout << "Rank 0 recebeu de " << i << " vetor " << b << endl;

25. }

26. }

27. else(

28. MPI Bcast (buff, BUFFER, MPI PACKED, 0, MPI COMM WORLD) ;

29. MPI Unpack (buff, BUFFER, &posicao, &a[1][1], LIN * COL,
MPI_CXSC_INTERVAL, MPI_COMM WORLD) ;

30. b = a[meurank]; // verificar linhas da matriz x procs

31 MPI_Send(sb[l], COL * sizeof (interval), MPI_BYTE, 0, tag, MPI_COMM WORLD) ;

32. }

33. MPI Finalize();

37. return (0); }

Figura 3.13. Exemplos de comunicacéo de tipos ivector e imatrix

Os demais processos inicialmente realizam o broadcast (linha 28) para obter o
buffer, realizando apds o desempacotamento (linha 29) e conseqliente atribuicdo de
valores a matriz. O desempacotamento é realizado a partir da referéncia do elemento
al[l][1], sendo colocados em sequéncia LIN*COL elementos do tipo
MPI CXSC INTERVAL. Deforma semelhante ao empacotamento umavariavel inteira
de controle de posicdo do buffer € passada por referéncia e atualizada. A partir da
execugdo do MPI Unpack, todos 0s processos contém a matriz a completa em seu
espaco de enderecamento de memdria. Este programa foi implementado considerando
gue se deve ter o cuidado de néo especificar uma matriz com um ndmero de linhas
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menor que o nimero de processos em execucdo, sob pena de funcionamento incorreto
do programa.

Nalinha 30 é atribuida ao vetor (ivector) “b” umalinhadamatriz“ a” . Essa
atribuicdo é obtida por meio de funcgbes especificas do C-XSC. A linha a ser colocada
no vetor “b” € aequivalente ao rank do processo. O vetor é entdo enviado (linha 31)
a0 processo com rank zero, usando o tipo de dados MPI_BYTE. Para 0 computo do
tamanho de bytes a serem enviados, foi usada a multiplicacdo do nimero de elementos
de uma linha (COL) com o tamanho em bytes de um objeto interval
(sizeof (interval)).

O processo com rank zero recebe os vetores enviados pelos demais processos
em ordem (primeiro do processo 1, apds do processo 2 e assim sucessivamente). O
célculo do nimero de elementos a serem recebidos segue a mesma légica do envio,
sendo apds cada recebimento de vetor o mesmo mostrado na saida padr&o.

O processo de envio e recebimento de vetores e matrizes segue a mesma
sequiéncia: no envio primeiro empacota e depois envia; no recebimento: primeiro recebe
e depois desempacota. Grimmer (2005) em seu trabalho implementa a sobrecarga de
funcdo de comunicacdo do MPI. As fungBes sobrecarregadas recebem os tipos de
aranjos de dados do C-XSC (rvector, ivector, ..). Elas trabalham no
empacotando os dados e apds enviando (MPI Send, por exemplo) e recebendo com
desempacotamento logo em seguida (MPI Recv). Como sdo fun¢bes de uso genérico,
alguns cuidados sfo realizados, como o0 empacotamento/desempacotamento dos limites
das dimensdes e no caso especifico do recebimento, guste por meio de fun¢Bes do
C-XSC de propriedades da matriz/vetor (limites e nimero de elemento das dimensdes).

3.4.3.2 Uso com valores do tipo dotprecision

Segundo Grimmer, 0 tipo dotprecision foi projetado para armazenar o resultado
exato de um produto escalar. Ele possui versdes para as quatro bases e € armazenado em
C por um vetor de elementos do tipo unsigned long. O espago em memoria
destinado € dependente da arquitetura onde o C-XSC estainstalado (2005, p. 7 € 8).

Uma vez que o tamanho de um dotprecision € dependente da arquitetura a
opcdo de criagdo de tipo especifico ndo é a mais adequada. Resta o uso do tipo
MPI PACKED ou do tipo MPI BYTE. Para 0 uso do tipo MPI PACKED deve ser
apontado para 0 endereco inicia do ponteiro apontado pelo objeto. O uso do tipo
MPI BYTE nesse caso torna-se mais simples e direto, bastando realizar um type casting
numa atribui¢do do ponteiro. O cdédigo da Figura 3.14 ilustra um exemplo de envio e
recebimento de dados do tipo dotprecision.

Destaca-se na Figura 3.14 as linhas 9 e 10 onde sdo definidas as varidveis que
irdo possibilitar o uso de varidveis do tipo dotprecision. Nalinha 9, é declarado
um ponteiro para uma variavel do tipo unsigned long. As comunicacles das
variavels dotprecision serdo redlizadas a partir desse ponteiro, que recebe a
referéncia da varidvel dotprecision accu_p nalinha 14 (com uso de um type
casting para um ponteiro de ponteiro do tipo unsigned long).

Entre as linhas 17 e 22 os processos com rank diferente de zero inicializam 2
vetores. Apds, nas linhas 23 e 24 é realizado o produto escalar dos 2 vetores. Essas
acOes ocorrem em paralelo em todos os processos. Na linha 25 o valor do produto
escalar (parcial) calculado no processo € enviado a0 processo com rank zero. No
envio, é usada a constante do C-XSC BUFFERSIZE para delimitar o nimero de
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elementos a serem transmitidos e o tipo MPI_BYTE. Segundo Grimmer (2005) e Holbig
(2005) é por meio dessa constante que um objeto do tipo dotprecision éaocado.

1. #include <mpi.h> // para uso com o MPI

2. #include <rvector.hpp> // biblioteca para uso do tipo de dado vetor
3. #define N 1000000 // de reais

4. /* uso dos namespaces std e cxsc */

5. int main(int argc, char ** argv) {

6. int 1i;

7. real result;

8. rvector v_a(N), v_b(N);

9. unsigned long *pep;

10. dotprecision accu, accu p;

11. int meurank, procs, tag=10;

12. MPI Status status;

13. /* Inicializacdo do MPI, obtengdo de procs e meurank */

14. pep = *(unsigned long **) (&accu_p);

15. accu_p = accu = 0.0;

16. if (meurank != 0){

17. for (i=1; i<=N ; i+=4){

18. v_ali] = meurank * 10E+50; v_a[i+l] = meurank * 1.1;
19. v_al[i+2] = meurank * 10E+50; v_a[i+3] = meurank * 1.25;
20. v_b[i] = 1.0; v_b[i+l] = 1.0;

21. v b[i+2] = -1.0; v b[i+3] = -1.0;

22. }

23. for (i=1; i<=N; 1i++)

24. accumulate (accu p, v_alil, v _bli]);

25. MPI_Send (pep, BUFFERSIZE, MPI BYTE, 0, tag, MPI_COMM WORLD) ;
26. }

27. else(

28. for (i=1; i<procs; i++){

29. MPI_Recv (pep, BUFFERSIZE, MPI_BYTE, i, tag, MPI_COMM WORLD, &status);
30. accu += accu_p;

31. }

32. result = rnd(accu);

33. cout.precision (30);

34. cout << "Produto Escalar Paralelo = " << result << endl;
35. }

36. MPI Finalize();

37. return 0; }

Figura 3.14. Exemplo de produto escalar em paralelo com uso de dotprecision

O processo com rank zero recebe as mensagens dos demais processos, usando
0 ponteiro pep e aconstante BUFFERSIZE aém do tipo MPI BYTE (linha 29). Ap6s
0 recebimento dos produtos escalares parciais € calculado o produto escalar gera,
acumulando os valores recebidos (linha 30). Ao final, o processo mostra o resultado do
produto escalar calculado em paralelo na saida padréo.

3.5. Alternativas de Otimizagdo

O desempenho computacional obtido pela biblioteca C-XSC nas mais diversas
implementagdes demonstra a necessidade do estudo de novas alternativas de otimizagdo
para suas rotinas basicas. Um C-XSC “mais rapido” possibilitaria sua efetiva utilizagdo
na resolucdo de aplicagdes reais de grande porte que necessitassem de uma melhor
exatiddo (ndo conseguida com as ferramentas computacionais tradicionais). Entre estas
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aternativas pode-se citar a otimizagdo da biblioteca através da implementagéo de novos
agoritmos (rapidos) de somatdrio €/ou de produto escalar, de ateracdes na forma de
implementacdo das suas atuais rotinas, da inclusdo em suas rotinas de rotinas da BLAS,
das fungbes SSE (Sreaming SMD Extensions) e do uso das diretivas de otimizagdo do
compilador gcc. Algumas destas possibilidades de adternativas ja estdo sendo
pesqguisadas por alguns grupos de pesquisa do Brasil e Europa e seréo citadas nas secfes
seguintes.

3.5.1. Otimizando através do uso de dir etivas do compilador gcc

Abstraindo-se as caracteristicas da maguina na qual o software sera executado, o tempo
de execucdo de um programa vai depender, principalmente, da quantidade e do tipo de
instrucbes utilizadas. Ao optar pela codificagdo de seus programas usando uma
linguagem de alto nivel, porém, o programador delega ao compilador a geracdo do
executével. Desta forma, a qualidade do binério produzido pelo compilador € um dos
fatores que interferem no desempenho da aplicacéo.

Umadas formas de melhorar o desempenho de uma aplicacdo seja ela seqiiencial
ou paralela, é fazer uso das opgdes de otimizacdo oferecidas pelo compilador. No caso
do gec/g++, estas opgles estdo disponiveis através da diretiva que indica um dos niveis
de otimizagdo (—O) ou de diretivas independentes (-f) que permitem gjuste fino nas
opcdes. Na sequiéncia sdo apresentadas as diretivas que correspondem aos diversos
niveis de otimizagdo, conforme FSF (2007):

+ —00 (default): Realiza a compilagdo da forma mais simples e rapida
possivel, sem nenhuma otimizagdo do codigo;

+ -0l (ou-0) : Primeiro nivel de otimizagdo. Ativa 19 diretivas
independentes que tem por objetivo reduzir o tamanho do codigo gerado e o
tempo de execucdo: -fdefer-pop, -fdelayed-branch, -fguess-branch-
probability, -fcprop-registers, -floop-optimize, -fif-conversion, -fif-
conversion2, -ftree-ccp, -ftree-dce, -ftree-dominator-opts, -ftree-dse, -ftree-
ter, -ftree-Irs, -ftree-sra, -ftree-copyrename, -ftree-fre, -ftree-ch, -funit-at-a-
time, -fmerge-constants;

« 02 . Segundo nivel de otimizacdo. Adiciona 28 diretivas
independentes aquelas da opgcdo —O1: -fthread-jumps, -fcrossumping,
-foptimize-sibling-calls, -fcse-follow-jumps, -fcse-skip-blocks, -fgcse,
-fgcse-Im, -fexpensive-optimizations, -fstrength-reduce, -frerun-cse-after-
loop, -frerun-loop-opt, -fcaller-saves, -fpeephole2, -fschedule-insns
-fschedule-insns2, -fsched-interblock  -fsched-spec, -fregmove, -fstrict-
dliasing, -fdelete-null-pointer-checks, -freorder-blocks -freorder-functions,
-falign-functions  -falign-jumps, -falign-loops -falign-labels, -ftree-vrp,
-ftree-pre;

-03: Mais avangado nivel de otimizagcdo, podendo resultar em
executdvel maior. Adiciona outras trés diretivas as ativadas por —O2:
-finline-functions, -funswitch-loops, -fgcse-after-rel oad;

+ —Os: Otimiza para 0 menor tamanho do bin&rio gerado, em detrimento do
tempo de execucéo.

Para ilustrar o efeito do uso destas opgdes na compilagdo de um programa,
apresenta-se a descricdo de algumas das diretivas individuais citadas, de acordo com
FSF (2007):
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defer-pop: ndo desempilha imediatamente 0s argumentos passados para uma
funcdo apos o retorno desta, de forma a minimizar modificacBes no stack
pointer.

loop-optimize: otimizagBes em lagos incluindo a transferéncia de expressdes
constantes para fora do loop e simplificacdo nos testes de saida;

tree-dce: Eliminagdo de codigo ndo atingivel (dead code elimination) e
codigo irrelevante para o programa;

fthread-jumps: simplificagdo em casos de desvio condicional que possuem
como alvo outro desvio baseado na mesma condi ¢&o;

finline-functions. insere o cddigo de fungdes simples diretamente no ponto
em gue estdo sendo chamadas;

Tabela 3.4. Tempo de execugdo de operagdes basicas

. - - double real real real
Otimizacéo Operacdes Ox Ox Ik Ax
Somas 750 1850 8730 9050
Subtragbes 710 1950 8660 8670
-00 Muultiplicacbes 830 1950 8570 42960
Divisdes 1950 3330 10050 10040
TOTAL 4240 9080 36010 70720
Somas 840 750 7310 7210
Subtractes 780 750 7480 7470
-01 Multiplicacbes 780 760 7470 30020
Divisdes 2020 2050 8600 8350
TOTAL 4420 4310 30860 53050
Somas 760 720 7060 7060
Subtractes 760 760 7070 7150
-02 Multiplicagdes 770 760 7280 30330
Divisdes 2030 2030 8330 8320
TOTAL 4320 4270 29740 52860
Somas 720 720 7280 7350
Subtragdes 760 750 7290 7260
-03 Muultiplicaches 750 760 7280 30590
Divisdes 2030 2030 8350 8480
TOTAL 4260 4260 30200 53680
Somas 330 330 7240 7200
.03 Subtragﬁ% 330 320 7240 7230
funroll-loops M_ullt| plicagdes 320 330 7310 30180
Divisdes 1580 1580 8540 8590
TOTAL 2560 2560 30330 53200

Para verificar o tempo de execugdo de um programa que faz uso do C-XSC,

realizou-se a compilacdo da biblioteca e do programa de benchmark fornecido com ela,
empregando-se cada uma das opcdes de otimizagdo acima citadas, com excecdo da -Os,
e adicionando-se o flag -funroll-loops a opcéo -O3. Estes testes foram realizados em
computador com processador AMD Athlon XP-M 2400+ (1.6 Ghz) com 512 MiB de
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RAM e 512 KiB de cache L2, utilizando sistema operaciona GNU/Linux (kernel
2.6.22), compilador g++ versdo 4.1.2 e hiblioteca C-X SC versdo 2.2.2. Todos o0s tempos
estdo representados em milisegundos.

A Tabela 3.4 exibe o tempo de execucdo de operacbes bésicas de soma,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo, num total de 100000000 repeticBes para cada
operagao, utilizando-se o tipo nativo double e 0 tipo do C-XSC real. Neste Ultimo
caso, utilizou-se arredondamento para o nimero mais préximo de maguina (OX),
arredondamento para baixo ([Ix) e arredondamento para cima (AX).

Percebe-se que a otimizagdo do codigo geralmente resulta em reducéo do tempo
de execucdo do benchmark. No caso das operacdes efetuadas com o tipo real do C-XSC,
usando-se as opgdes -0O3 e -funroll-loops para a compilagéo, observa-se uma reducéo de
aproximadamente 25% do tempo de execucdo, quando comparado com a execugdo do
codigo gerado sem nenhuma otimizac&o. Uma excegdo encontrada foi nas execucdes da
operacdo de divisdo, quando empregado o tipo nativo double, caso onde houve um
pegueno acréscimo no tempo de execucdo com a otimizagao.

Tabela 3.5. Tempo de execucdo de operagdes intervalares

Otimizacdo Operacoes double real interval
Somas 710 2000 20160
Subtracdes 810 1960 22780
-0O0 Multiplicactes 750 1880 63260
Divisdes 2120 3080 28760
TOTAL 4390 8920 134960
Somas 830 750 16710
Subtractes 760 750 19220
-01 Multiplicactes 1010 870 41100
Divisbes 2080 2080 18910
TOTAL 4680 4450 95940
Somas 720 730 17640
Subtracoes 1100 1000 17170
-02 Multiplicagbes 730 830 47290
Divisdes 2020 2020 18960
TOTAL 4570 4580 101060
Somas 760 760 17280
03 Subtracdes 790 830 18110
Multiplicaches 920 930 48240
Divisdes 2050 2010 19090
TOTAL 4520 4530 102720
Somas 750 760 16700
03 Subtracdes 730 760 17020
funroll-loops Multipl i_ce_lgﬁes 730 730 47410
Divisdes 1980 1980 19660
TOTAL 4190 4230 100790

Na Tabela 3.5 sdo apresentados os resultados da execucdo de 100000000 de
operagdes intervalares, executadas nas mesmas condicdes do teste anterior. Nestes
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testes se destaca a reducdo no tempo de execugdo para o tipo interval, quando
utilizada a opcdo —O1, que ficou em torno de 29%.

A Tabela 3.6 exibe os tempos de execucdo exigidos para a execucdo de 1000
repeticdes do cllculo do produto escalar para um vetor de 20000 elementos.

Percebe-se novamente o ganho no tempo de execucdo resultante da otimizagdo
do cddigo, em qualquer uma das opgles, quando comparado com 0 programa gerado
sem nenhuma otimizagao.

No caso do célculo empregando-se 0 tipo real, compilado com as opgdes -O3
e -funroll-loops, o tempo de execucdo foi de aproximadamente 50% daquele obtido sem
otimizacOes.
3.5.2. Otimizando através do uso de instrucgdes SIMD

Uma segunda alternativa para aumentar o desempenho das aplicagdes que utilizam a
biblioteca C-XSC estd sendo investigada: A otimizacdo da biblioteca por meio de
recursos oferecidos no nivel da arquitetura de conjunto de instrugdes, particularmente
instrugdes SIMD (Sngle Instruction Multiple Data).

Tabela 3.6. Tempo de execuc¢éo de operagdes intervalares

Otimizacdo | double real interval
-00 210 10800 21550
-01 160 6150 13100
-02 180 5890 12530
-03 150 5920 12430
03 150 5470 11690
-funroll-loops

No momento estdo sendo andlisadas as instrugbes disponibilizadas pela
arquitetura |A-32 (x86), em funcéo da popularidade desta e visto que a |A-32 possui
algumas extensfes arquiteturais que oferecem suporte a operaces SIMD: MM X, SSE,
SSE2, SSE3 e SSEA4.

A tecnologia MM X introduziu um conjunto de oito registradores de 64 bits e
instrucdes para realizar operagBes SIMD em bytes, words e doublewords contidos nestes
registradores, segundo Intel (2005).

A tecnologia SSE (Streaming SSMD Extension) acrescentou oito registradores de
128 bits (XMM) com instrugdes para manipulagcdo de quatro valores empacotados,
representados em ponto-flutuante com precisdo simples, aém outras instrugdes diversas
como para controle da memaria cache. JA a extensdo SSE2 suporta operandos
empacotados como dois valores em precisdo dupla, tanto em registradores XMM como
em memoria, aritmética SIMD em inteiros de 64 bits, dém de algumas instructes
variadas adicionais. Posteriormente, a tecnologia SSE3 acrescentou 13 novas
instrucdes, permitindo, inclusive computacdo horizontal sobre os operandos. Estas
novas instrugdes sdo Uteis, segundo Intd (2005), para aplicagbes cientificas, de
processamento de video e multi-threaded. A tecnologia SSE4, recentemente lancada
com 0s novos processadores Intel construidos com tecnologia de 45 nm, adicionou 54
novas instrucdes a arquitetura (Intel, 2007). Dentre estas, destaca-se as duas instrucdes
gue tem por objetivo calcular o produto escalar de dois valores em precisdo dupla
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empacotados em um registrador XMM ou armazenados em memodria (instrugdo DPPD),
ou quatro valores em precisao simples (DPPS).

3.6. Exemplos de AplicagOes de Alta Exatiddo em Ambientes Paralelos

A resolucdo de aplicacBes reais com ata exatiddo € um desafio que vem sendo
enfrentado a algumas décadas. O principal obstaculo, como comentado no inicio da
Secdo 35, diz respeito a0 desempenho computacional das ferramentas que
disponibilizam esta caracteristica no computador. Devido a este fator vérias pesquisas
foram desenvolvidas visando, em um primeiro momento, a integracdo destas
ferramentas de adta exatiddo em ambientes paralelos e, atualmente, as pesquisas estdo
direcionando-se a busca de melhorias no desempenho destas ferramentas, tanto em suas
versdes sequienciais como nas versdes para ambientes paralelos.

Pode-se dizer que, principamente a partir das décadas de 80 e 90, algumas
pesquisas comegaram a destacar a importancia e o uso da Validagdo Numeérica (ou de
agumas de suas caracteristicas) em ambientes paralelos. Por exemplo, em 1994, a
revista Interval Computations publicou um numero especialmente dedicado ao
desenvolvimento de algoritmos paralelos utilizando a Validagdo Numérica. Nesta
revista, Kreinovich e Bernat (1994) realizaram um overview sobre a importancia e
aplicabilidade da aritmética intervalar paralela, abordando a paraeizacdo de métodos
intervalares, 0s requisitos necessarios para sua implementacdo e as aplicacdes que
poderiam ser desenvolvidas utilizando essas técnicas, de onde se pode concluir a
importancia do estudo deste paradigma e da possibilidade que se tem de utilizalo na
solucéo de problemas reais que utilizam ambientes computacionais de alto desempenho.
Além disso, pode-se destacar varias ferramentas computacionais que foram
desenvolvidas incorporando as caracteristicas da Validacéo Numérica.

Além disso, alguns grupos de pesquisa estdao desenvolvendo trabalhos que
podem ser relacionados ao tema deste curso. Por exemplo, no departamento de
Engenharia Quimica da Universidade de Notre Dame (Estados Unidos) estdo sendo
realizados trabalhos relacionados a implementacdo paralela de andlise intervalar em
cluster de workstations (http://www.nd.edu/~cgau/hpc.html). Na Escola Normal
Superior de Lyon (Franca) estéo sendo realizados trabalhos que abordam a paralelizacéo
em multi-clusters e o desenvolvimento da biblioteca para aritmética intervalar baseada
na aritmética de multi-precisdio MPFl (Multiple Precision Floating-point Interval
library) (http://perso.ens-lyon.fr/nathalie.revol/software.html). Na Universidade de
Houston-Downtown (Estados Unidos) estdo sendo realizadas implementacOes paraelas
sobre otimizacdo global n&o-linear utilizando o pacote GlobSol com MPI
(http://interval .louisiana.edu/GlobSol/download_GlobSol.html).  No site  Interva
Computation é uma area especifica que descreve vérias aplicagdes reais que estdo sendo
solucionadas com a gjuda da alta exatiddo e das demais técnicas da Validagdo Numérica
(http://www.cs.utep.edu/interval -comp/appl .html).

Do ponto de vista da integragdo de ferramentas computacionais com dta
exatiddo em ambientes paralelos é importante comentar as pesguisas que foram
desenvolvidas na Universidade de Karlsruhe que abordaram aspectos da Validacdo
Numérica e da resolucdo de problemas numéricos em ambientes paraelos. Este
levantamento foi apresentado em agosto de 2005 pelo professor Gerd Bohlender da
Universidade de Karlsruhe (Alemanha) durante sua palestra na Pontificia Universidade
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Catdlica do Rio Grande do Sul. Desta apresentacéo podem-se destacar os trabahos a
seguir:
e Produto escalar 6timo redizado em processadores de 16  hits
(Teulel/Bohlender — 1984);

e Algoritmos para o produto escalar exato em maguinas SIMD (Oberarjuev —
1984);

e Multiplicaggo exata de matrizes em maguinas SIMD (Wolf v. Gudenberg —
1991);

* Produto escalar Otimo e operagbes matriciais em transputers e
implementacdo de um solver para sistemas lineares em transputers
(Kaumam/Van de Coolet/Trier — 1991/1992);

e Primeiros resultados com solucdo verificada de sistemas lineares em
transputers (Reith — 1991/1993);

* Multiplicagdo de matrizes em diferentes redes de transputers
(Davidenkoff/Kersten/Bohlender — 1992/1994) [Bohlender e Davidenkoff
1992];

» Otimizacdo global verificada em computadores paral €l os (Wiethoff — 1997);

» Solucdo verificada de sistemas lineares usando a linguagem C#++ (Kersten —
1998).

Além destes trabalhos pode-se incorporar a esta lista as seguintes pesquisas que
comprovam a eficiénciado MPI em aplicacdes com C-X SC:

* Uso da aritmética intervalar no céalculo do fluxo de poténcias [Barboza,
Dimuro e Reiser 2004];

* Integragdo do C-XSC em clusters de computadores (nos testes foram
utilizados os clusters da UPF, do I1-UFRGS e da Universidade de Wuppertal
- Alemanha) — 2005 [H6lbig 2005];

» Criagdo de uma interface no MPI para uso do C-XSC — 2005 [Grimmer
2005];

» Paradizacdo de solvers intervalares para a resolucdo de sistemas lineares
densos e esparsos — em andamento ([H6lbig 2006], [Carmo 2007] e [Kolberg
2006]).

Atualmente o grupo de Pesquisa de Computagdo Paralela e Sistemas
Distribuidos (ComPaDi) da UPF desenvolve pesquisas, em conjunto com pesquisadores
das Universidades de Wuppertal e Karlsruhe, relacionadas com a otimizacéo da
biblioteca C-XSC, seu uso em clusters de computadores e sua integracdo com a
biblioteca MPI e com a resolucéo paralela de sistemas de equactes lineares densos e
esparsos Uutilizando as caracteristicas da Vaidagdo Numeérica ([Holbig et. a 2002,
20053, 2006]).
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