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Resumo:

Este curso apresenta duas classes de aplica¢cGes onde o processamento de alto de-
sempenho tem auxiliado e viabilizado a resolucdo de problemas. A primeira parte do
curso trata de metaheuristicas aplicadas a problemas de otimiza¢do combinatoria utili-
zando estratégias de processamento paralelo e distribuido para melhorar o desempenho
das mesmas. A segunda parte aborda a resolucdo de problemas de Equacdes Diferenciais
Parciais, que constituem o cerne de muitas aplica¢cdes de simulacdo numérica de grande
porte. Para cada classe de aplicacOes é feita uma caracterizagdo do problema, seguida
pela apresentacdo de solucdes que visam a utilizagdo eficiente de plataformas de alto de-
sempenho.
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5.1. Introducao

O progresso notavel nas areas ligadas a micro-eletrdnica fornece microprocessa-
dores cada vez mais poderosos, em um ritmo muitas vezes superior as previsdes mais
otimistas. No entanto, as necessidades de certas aplica¢fes “consumidoras” do processa-
mento de alto desempenho estdo habitualmente além dos recursos disponiveis. De fato,
a conquista do poder computacional para resolver problemas “de ponta” & naturalmente
seguida pelo langamento de novos desafios.

O processamento paralelo e distribuido constitui uma resposta a estas demandas
de alto desempenho, podendo ser visto como uma maneira de contornar as barreiras tec-
nolbgicas e econdmicas que se impdem ao desenvolvimento de microprocessadores mais
rapidos. Os avangos nesta area tém sido reforcados nos Gltimos anos pela pesquisa e 0
desenvolvimento em torno de aglomerados (clusters) de computadores e grades (grids) de
computagdo. Este curso apresenta duas classes de aplicacBes relevantes neste contexto,
caracterizadas por uma demanda de poder de processamento que ultrapassa os limites dos
paradigmas computacionais “convencionais”.

Os problemas de otimizagdo combinatoria tém sido o foco de inimeras pes-
quisas nos ramos da matematica e da computacdo. 1sso se deve, em parte, a0 imenso
conjunto de aplicacBes que esses problemas apresentam nas areas da engenharia e da
gestdo empresarial, e em parte a grande dificuldade que se constitui a resolucgéo eficiente
desses. Mesmo para casos de pequenas dimensdes, a enumeracdo completa das soluctes
possiveis nao é viavel devido a explosado de possibilidades. Na primeira parte desse curso
(secdo 5.2.) sera apresentado um ambiente de execucdo e gerenciamento de métodos de
resolucdo para esses problemas que permite a utilizacdo de recursos computacionais dis-
tribuidos e heterogéneos para a resolucdo eficiente desses problemas.

A resolucdo de problemas de Equagdes Diferenciais Parciais também constitui
um campo de pesquisa bastante ativo, tratando-se de um calculo que consome grande
parte do tempo de processamento de muitas aplicagfes de simulacdo computacional. A
paralelizacdo desta resolucdo ndo é uma tarefa trivial, especialmente em arquiteturas com
memoria distribuida. Em particular, as propriedades numéricas dos métodos empregados
precisam ser respeitadas, 0 que se traduz em comunicagdes e pontos de sincroniza¢ao
que tendem a degradar o desempenho paralelo. A segunda parte deste curso (se¢do 5.3.)
aborda estas questdes em maior detalhe, fornecendo uma breve introducdo aos métodos
numéricos mais relevantes e a sua implementacao em arquiteturas paralelas.

5.2. Problemas de Otimizacao Combinatoria

A area da otimizacdo combinatoria (OC) trata da alocacdo eficiente de recursos
limitados, de modo que certos objetivos sejam alcangados. Especificamente, esses proble-
mas tém uma formulagdo matematica que restringe os valores das variaveis em um con-
junto discreto de possibilidades. Assim, dado um conjunto possiveis solugdes, a resolucao
desses problemas inclui a geracdo, avaliagdo e comparacdo de solugcOes, usualmente,
respeitando-se limites de tempo. As aplicagfes das técnicas de busca de solugdes sao
inimeras, e incluem, por exemplo, problemas de seqiienciamento, com larga aplica¢do na
engenharia, problemas de satisfacdo de restricbes e mesmo jogos como Rubic’s cube.

O uso da estrutura da Internet na ajuda ao desenvolvimento e teste de novos



métodos de otimizacdo tem se alterado nos Gltimos anos. Inicialmente, diretorios de
instincias  de  teste como o TSPLib [REI 91] e OR-Library
(http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html) tornaram disponiveis bases comuns para avaliacao
do desempenho e robustez dos métodos de otimizagdo combinatbria. Baseados na mesma
tecnologia, repositorios de codigos como o Netlib (www.netlib.org) permitem o acesso a
arquivos de softwares matematicos.

Passos importantes estdo sendo dados no sentido de substituir-se a simples trans-
feréncia de arquivos estaticos por provedores de servicos de otimizacdo. Ferramentas
de programacdo matematica como o NEOS Solver [CZY 97] aceitam a submissdo de
instancias, juntamente com a modelagem matematica que permite a sua resolu¢ao remota.

Para que se oferecam melhores ferramentas de OC através da Internet, dois prin-
cipais tipos de usuarios devem ser considerados. Primeiramente, pesquisadores da area
da OC que desejam avaliar comparativamente 0os métodos disponiveis, ou combina-los,
na tentativa de criacdo de métodos mais robustos. Segundo, usuarios de métodos de OC
que desejam resolver problemas sem ter que instalar e configurar pacotes especificos de
sofware.

CORE (Combinatorial Optimization Resource Management Environment) & um
ambiente baseado na estrutura da Internet, que utiliza recursos computacionais distribuidos
e heterogéneos para a resolucao remota de problemas de otimizagdo combinatoria. Ainda,
um repositorio de instancias guarda casos de teste, com os melhores valores de solugdo
encontrados para as instancias em questao e, quando disponiveis, os valores 6timos de
solucdo. Com a ajuda de assistentes, usuarios podem criar planos de otimizacdo, navegar
em um repositorios de instancias, enviar planos de otimizacao para servidores remotos e
receber os resultados computados e sumarizados. O ambiente foi especialmente desen-
volvido para métodos heuristicos e metaheuristicos. No entanto, métodos exatos também
sdo suportados.

Nas se¢des subsequientes, sera dada uma breve visao das técnicas de solugdo para
problemas de otimizagcdo combinatoria, seguida pela apresentacdo dos trabalhos relacio-
nados ao provimento de servi¢os remotos de otimizagdo utilizando recursos distribuidos,
com a posterior apresentacdo da arquitetura do ambiente CORE e um caso de estudo para
o0 problema de seqiienciamento de tarefas em maquinas paralelas com detalhamento da
implementacdo da metaheuristica GRASP. Finalmente, sdo discutidas as estratégias de
paralelizacdo dessa metaheuristica e as implicagdes para a implementacdo no ambiente
CORE.

5.2.1. Visao geral das técnicas de otimizagao

Resolver problemas de otimizagdo combinatoria, ou seja, encontrar a solugcdo
Otima para esses problemas, pode ser uma tarefa dificil. De fato, a modelagem de as-
pectos complexos de problemas encontrados no mundo real geralmente leva a classes de
problemas (do tipo NP-Arduo), para os quais algoritmos eficientes provavelmente néo
existem [GAR 79].

Os métodos de resolucdo podem, de maneira simplificada, serem classificados em
heuristicos e exatos. Uma vez que o uso de algoritmos heuristicos aumenta e eficiéncia
do processo de busca, evitando a exploragdo de todas as alternativas, analistas de pes-
quisa operacional tém, freqlientemente, considerado o uso de heuristicas para a obten¢do
de boas solucBes (sem garantia de otimalidade) para problemas nos quais os algoritmos
exatos correntes sdo incapazes de prover solu¢des em tempo razoaveis.



Os blocos béasicos para a construcao de heuristicas sdo os algoritmos construtivos
e de melhoramento. Algoritmos construtivos montam, passo a passo, uma solucdo, de
modo que ao final do processo, uma solucdo valida é encontrada. Um exemplo classico
de heuristica construtiva sao os algoritmos gulosos que, a cada passo, selecionam a alter-
nativa que fornece o maior lucro imediato.

Algoritmos de melhoramento iniciam com uma solucdo valida e através da busca
local (movimentos na solucdo inicial), tentam melhorar a qualidade de solucéo.

Metaheuristicas sdo um passo a frente desses procedimentos construtivos / melho-
ramento, e tornaram-se populares nos anos 80, quando algoritmos que permitiam movi-
mentos de piora na qualidade de solugdo foram propostos, em uma tentativa de evitar a pa-
rada prematura da busca em uma solucdo sub-6tima. Simulated annealing [KIR 83], Al-
goritmos Genéticos [GOL 89] e Busca Tabu [GLO 97] sd@o exemplos de metaheuristicas.

Uma metaheuristica que tem se destacado pela facilidade de implementag&o e qua-
lidade dos resultados obtidos € GRASP [FEO 95], que se constitui de um algoritmo cons-
trutivo semi-guloso e uma fase de melhoramento, como pode ser visto no algoritmo 1.

funcdo GRASP (iteracdes) {
melhorCusto = MAX;
para i de 1 até iteracOes faca {
x = construtivoSemiGuloso;
x = buscalLocal(z);
se (custo(z) < melhorCusto) ent&o {
T*x = I,
melhorCusto=custo(z);
¥
}
retorne z*;

Algoritmo 1 - Metaheuristica GRASP.

A diversificagdo das solugdes se da através do construtivo semi-guloso (algoritmo
2), que contém um componente aleatorio que perturba a selecdo em um algoritmo cons-
trutivo guloso. Mais especificamente, ao invés de, a cada iteracdo, selecionar-se o compo-
nente com maior lucro imediato, se constroi uma lista restrita de op¢des (RCL) e escolhe-
se, de maneira aleatoria entre esses. O grau de aleatoriedade é controlado pelo pardmetro
alpha, variando entre 1 (completamente guloso) e 0 (completamente aleat6rio). Ao con-
cluirasolucdo, aplica-se a busca local (algoritmo 3). O processo é repetido por n iteracdes
e, ao final se retorna a melhor solugdo encontrada.

func@o ConstrutivoSemiGuloso ( alpha) {

solucdo «+ @;

repita {
avalie o custo incremental de cada elemento;
construa a lista de candidatos restrita (RCL), de acordo com alpha;
selecione o elemento s da RCL de modo aleatorio;
solugdo < solugdo U {s} ;

} enquanto solugdo incompleta;

retorne solucéo;

Algoritmo 2 - Construtivo semi-guloso.



func@o BuscaLocal ( solugdo ) {
enquanto (solugéo ndo for 6timo local) faca {
encontre solugdo’ ;
solucédo = solugdo’;
}

retorne solugéo;

Algoritmo 3 - algoritmo de busca local.

5.2.2. Trabalhos relacionados

Muitos projetos tém se dedicado a oferecer servigcos de otimizacdo combinatoria
através da estrutura da Internet [FOU 2000]. A maioria oferece servicos baseados em
programacdo matematica. O acesso a esses servigos é feito através do envio de um modelo
de resolugdo, juntamente com a instancia para um servidor remoto.

O sistema Progress [BEC 98] & um sistema baseado na arquitetura cliente / servi-
dor, juntamente com uma linguagem orientada a objetos e uma ferramenta para a construcao
de planos que prové acesso a algoritmos distribuidos. O principal proposito do sistema
Progress é oferecer uma camada de interacdo entre implementacdes distribuidas.

O projeto NEOS (Network-Enabled Optimization Server) [CZY 97] permite 0 acesso
a grupos de servidores de ferramentas matematicas registradas em um servidor central.
Novas ferramentas podem ser registradas dinamicamente e, uma vez que existe um grande
nimero de servidores disponiveis, mecanismos de tolerdncia a falhas foram implementa-
dos. As requisicdes podem ser enviadas para as ferramentas através de formuléarios web,
e-mail, ou através de um aplicativo baseado em sockets TCP-IP. Como os tempos de
resolucdo podem demandar um esfor¢co computacional impraticavel, grande parte das fer-
ramentas impde restricdes no envio de requisi¢cdes, em especial no tamanho da instancia
ou no tempo gasto na resolugdo do problema. Uma questdo em aberto nesses servigos é a
padronizacdo no formato das instancias e modelos, o que torna a utilizagdo de diferentes
ferramentas uma tarefa trabalhosa.

A ferramenta NetSolve [ARN 2001] oferece interfaces cliente / servidor que aju-
dam na construcdo de sistemas distribuidos para a resolucdo de problemas de otimizagdo
combinatoria. Interfaces para C, Fortran, Matlab e outras linguagens de programacao
encontram-se disponiveis.

5.2.3. Arquitetura do ambiente CORE

O ambiente CORE foi desenvolvido através de uma arquitetura de objetos dis-
tribuidos, com uma clara distin¢do entre os componentes de dados, processamento e
visualiza¢do. Enquanto muitos modulos do sistema foram projetados utilizando-se padrdes
existentes [GAM 95], o pacote de software que trata especificamente de otimizacdo com-
binatéria exigiu um novo conjunto de padrdes, que serdo descritos na sequiiéncia.

A divisdo arquitetural (figura 5.1) basica utiliza 0 modelo de computacdo cliente
/ servidor. No lado servidor, tem-se 0 Repositorio, que armazena métodos, instancias de
dados e usuarios, bem como o Servidor de Otimizacao, que oferece o poder de proces-
samento de um nodo para o0 ambiente.

Na camada cliente, existem as ferramentas administrativas, como Gerenciador do
Repositorio, utilizado na manutengdo dos recursos, e 0 Gerenciador de Usuarios, que
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Figura 5.1: Arquitetura do ambiente CORE.

restringe 0 acesso aos recursos administrativos do ambiente. Ainda na camada cliente, o
Editor de Planos é a principal ferramenta de acesso aos servigos de otimizagao.

A maior parte dos modulos da camada servidora aceita diferentes tipos de acesso
da camada cliente. Notavelmente as ferramentas administrativas foram desenvolvidas
com a utilizacdo de Applets Java. Por outro lado, ferramentas de acesso pUblico como
o Editor de Planos, foram desenvolvidas com o servidor de aplicacBes de codigo aberto
Tomcat (http://jakarta.apache.org/tomcat), que implementa a APl de servlets Java
(http://java.sun.com/products/servlet/). Dessa forma, o Editor de Planos pode ser aces-
sado através de qualquer navegador, sem a necessidade de plugins especiais.

O ambiente foi inteiramente escrito em Java, e a tecnologia de objetos distribuidos
utilizada & RMI (Remote Method Invocation), que permite uma integracdo facil das cha-
madas remotas no codigo da camada cliente. Além disso, o projeto da arquitetura RMI
permite a configuragdo fina no modo de passagem de mensagens, permitindo a solucdo
de possiveis gargalos (como o tempo de serializa¢do de objetos) [MAT 2001].

Repositorio: O repositorio consiste em um catélogo de recursos de otimiza¢do com-
binatéria. Os objetos armazenados no repositorio sdo algoritmos, instancias e usuarios.
Os algoritmos inseridos no repositorio sdo ponteiros para classes concretas que estendem
classes definidas por um framework [GAM 95] especifico para 0 dominio da otimizacao
combinatéria. O codigo para a classe do algoritmo em questdo pode residir em qual-
quer servidor da Internet. Uma vez que os algoritmos vém de fontes heterogéneas, existe
um processo automatico de validagdo que confirma se um dado arquivo compilado de
uma classe Java realmente herda das classes definidas pelo framework e implementa os
métodos necessarios para a sua execucao.

O repositorio € um moédulo chave no ambiente, uma vez que permite que grupos
de desenvolvimento independentes incluam recursos no ambiente sem a necessidade de
uma administracdo centralizada, ao mesmo que define um nivel minimo de conformidade
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dos métodos disponiveis em relacdo ao framework desenvolvido.

Servidor de Otimizacdo: O Servidor de otimizagdo é responsavel pela interpretacdo
e execucdo de Planos de Otimizacdo enviados por clientes. Nesse caso, um plano de
otimizacdo é uma estratégia de resolucao (selecao de métodos e sua respectiva configuracao
de parametros) que serdo executados sobre um conjunto de instancias de um determinado
problema. Planos de otimiza¢do podem ser simples combinagBes de heuristicas cons-
trutivas ou de melhoramento, como também estratégias metaheuristicas como GRASP
[FEO 95] que, de uma maneira geral, aplicam estratégias mais complexas de coordenacao
sobre grupos de heuristicas simples.

O Servidor de Otimizacdo &€ um objeto remoto, acessivel através de interfaces
remotas Java. O acesso de usuarios se da, geralmente, através de interfaces graficas web.
Entretanto, as interfaces de programacdo do servidor de otimiza¢ao podem ser usadas para
a comunicagdo com sistemas de informacdo, por exemplo, atuando como um componente
distribuido de software.

Outro recurso do servidor de otimizacao & o mecanismo de distribuicdo de execuc¢des

(figura 5.2), que & implementado na classe Execution Distributor. Objetos dessa classe
apresentam as mesmas interfaces que o Servidor de Otimizacdo real. No entanto, objetos
do tipo Execution Distributor, ao invés de realizarem a execucdo de planos, distribuem as
requisicdes entre uma lista de servidores registrados dinamicamente. Servidores, dedica-
dos ou ndo, podem oferecer seus recursos computacionais para o ambiente. Atualmente,
a politica de distribuicdo de tarefas é bastante simples, baseada em uma lista circular de
servidores disponiveis, sendo que a requisi¢do € sempre enviada para o proximo servidor
disponivel.
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Figura 5.3: Framework para otimizacdo combinatoria e sua extensao para o
P||Cmax.

5.2.4. O problema de sequienciamento em maquinas paralelas: estudo
de caso

Uma vez que o framework desenvolvido nesse projeto trata de aspectos que sdo
independentes de problema e método de resolucao, classes abstratas como Instance, Solu-
tion, Constructive Algorithm e Improvement Algorithm definem as bases para a construgdo
de métodos heuristicos/metaheuristicos mais complexos (figura 5.3). A incorporacao de
novos métodos ao framework é feita de duas formas: primeiramente, através da extensdo
de classes do framework e da construcdo de métodos completamente orientados a objetos.
Outra opg¢do € o encapsulamento de métodos legados em classes especializadas. Enguanto
a primeira op¢do tem a vantagem de um acoplamento seguro nos padrdes definidos pelo
framework, a segunda opg¢do pode ser uma alternativa para o aumento do desempenho
e/ou diminui¢do do tempo de incorporacdo de um método no framework, com o custo da
perda da portabilidade do codigo compilado.

E importante ressaltar que em ambos os casos, o fluxo de execucdo é controlado
pelo framework, de modo que a adi¢cdo de um novo método nao requer nenhuma alteracao
na estrutura do ambiente.

O exemplo que sera descrito trata do processo envolvido na inser¢do de métodos
heuristicos para o seqilenciamento em maquinas paralelas [BAK 95]. Esse problema é
definido como a alocacdo de n tarefas em m processadores com igual produtividade, na
tentativa de minimizacdo do makespan (tempo total do inicio da execucdo até 0 momento
em que todas as tarefas se completaram), sem preempg¢édo. Dessa forma, uma vez que uma
tarefa & alocada em uma maquina, ndo pode ser removida até o final de seu processamento.
Todas as maquinas iniciam o processo ao mesmo tempo. A classificacdo de 3 campos
[LAW 89] define esse problemacomoP | | C,u4z-

Os métodos inicialmente escolhidos foram: Algoritmo de Trés Fases (TP) [FRA 94]
Longest Processing Time (LPT) [GRA 79], Multifit [COF 78] e 0/1 Interchange [FIN 79].
Os algoritmos LPT e Multifit sdo heuristicas construtivas e 0 método 0/1 Interchange é
um algoritmo de melhoramento. O algoritmo TP tem uma fase construtiva e duas de
melhoramento, que foram implementados como dois métodos independentes: o primeiro



(TPC) com a parte construtiva e o segundo (TPI) com duas fases de melhoramento.

Como pode ser visto na figura 5.3, classes como PCmaxInstance e PCmaxSolution
que especificam, respectivamente, os dados do problema e a solucdo, sdo comuns para
todas as implementacGes dos algoritmos desenvolvidos parao P | | Ca- Uma vez que
essas classes definem apenas métodos de acesso aos dados, sem especificar as estruturas
de armazenamento, cada algoritmo pode utilizar as estruturas de dados mais apropriadas
para 0 seu caso, sem comprometer a compatibilidade com os outros métodos. O algoritmo
TP, por exemplo, utiliza uma estrutura de intervalos para facilitar as buscas nas fases de
melhoramento.

Uma vez que as classes estejam codificadas nas especificacdes do framework, po-
dem ser referenciadas pelo Repositorio e utilizadas no Editor de Planos. Dessa forma,
avaliacGes dos métodos disponiveis podem ser realizadas. Comparac¢des que indiquem,
por exemplo, quais as implicagcbes em tempo de resolucdo/qualidade de solucdo exis-
tem em diferentes combinagfes de heuristicas podem ser feitas através do Editor de
Planos. Nesse sentido, o ambiente CORE tem sido ferramenta de apoio ao Grupo de
Otimizacdo da UFSM (http://glover.ce.ufsm.br) para o desenvolvimento de trabalhos na
area da otimizacdo combinatéria [MUL 2002].

5.2.5. A metaheuristica GRASP no ambiente CORE

Os métodos anteriormente descritos constituem heuristicas simples, deterministicas.
Como ja foi mostrado, a construcdo de um método GRASP exige a existéncia de um
método semi-guloso e um algoritmo de melhoramento.

Como exemplo de heuristica semi-gulosa, se utilizara o algoritmo GRLPT, dis-
ponivel no ambiente CORE. O algoritmo GRLPT (Greedy Randomized LPT), constitui
uma extensao ao algoritmo LPT classico, sendo que, a cada iteracdo, constroi uma lista
(RCL) com os k processadores menos carregados, de acordo com o pardmetro alpha, e
escolhe, de forma aleatoria, entre esses para a alocacdo da tarefa.

Uma vez que uma instancia do P||Cmax consiste em uma lista de n tarefas com
seus tempos de processamento J (j1, jo, .-, jn) € 0 NUMero de processadores m, o algo-
ritmo GRLPT (algoritmo 4) , a cada iteragdo, verifica o custo C(cy, ¢g, --., ¢) Que cada
processador apresenta para a construcdo da RCL. Assim, considerando que o P||Cmax é
um problema de minimizag&o, os limitantes para inclusdo na RCL A™3% e h™" sdo calcu-
lados utilizando-se o processador que apresentar maior e menor carga, respectivamente,
de forma que h™**= max(Cp=1..,») € h™"=min(Cp=1.m).

Como retorno, obtém-se uma lista 7 (¢4, to, ..., t,,), onde ¢; indica em qual proces-
sador a tarefa i foi alocada. Assim como no LPT, a lista .J encontra-se ordenada de forma
ndo crescente. O pseudocodigo para o algoritmo GRLPT é:

funcdo GRLPT(J, n, m, «)

faca Cp—1..m < 0;

parai=1,..,nfaca
h™e® =max {Cp=1.m} ;
™ =min {Cp=1..m};
RCL ={p € C|C, < h™" + q.(h™a* — pmin)};
p = RAND(RCL);
Cp — Cp + 45
T < p;



fim para;
retorne T';
fim GRLPT,;

Algoritmo 4 - Greedy Randomized LPT

Uma vez codificado nos padrdes do framework e validado pelo repositorio, o al-
goritmo GRLPT pode constituir parte de um plano de otimizagdo GRASP, de modo que
sua execucdo pode ser requisitada através do Editor de Planos, como seré visto a seguir.

A utilizacdo da metaheuristicas GRASP no ambiente CORE, através da interface
do Editor de Planos (figura 5.4), permite um ajuste fino dos parametros de execucdo. Na
secdo Resolution Method, encontra-se a selecdo do algoritmo construtivo (Greedy Ran-
domized Constructive) e do método de busca local (Improvement Algorithm). O parametro
alpha (Alpha Value), controla o grau de aleatoriedade das execugdes do guloso constru-
tivo. Pode-se selecionar também o nimero de iteracBes que serdo processadas (lterati-
ons). Como o GRASP & um método com componentes estocasticos, & importante que
se observe a semente aleatoria (Random Seed) enviada para 0 mesmo. Esse pardmetro
permite também, a reproducdo de resultados anteriormente obtidos.

A secdo Presentation especifica os detalhes que devem ser incluidos nos resulta-
dos da execucdo e como esses serdo exibidos. Pode-se optar pelo acompanhamento em
tempo real das execucdes através do navegador, ou selecionar o envio por e-mail dos re-
sultados, quando todo o processo estiver concluido. E possivel também, a conferéncia de
todas as iteracOes realizadas pelo método, ou apenas aquelas que apresentaram melhora
na qualidade da solucdo, através das opcdes de Execution History. Ainda, pode-se esco-
Iher entre a visualizacdo completa da solugdo ou apenas a exibicdo do valor da funcdo
objetivo.

Os resultados da execugdo de um plano de otimizagdo sobre um grupo de instancias
(figura 5.5) incluem informacdes relativas a resolucdo de cada instancia, como o valor da
funcdo objetivo e o tempo de cada fase da heuristica quanto informacdes sumarizadas do
processo, como o desvio médio do valor 6timo de solucdo e o tempo médio de resolucao.

As insténcias disponibilizadas no ambiente CORE representam a base comum de
testes sobre a qual novos métodos de resolugdo sdo submetidos. Execucdes de planos de
otimizagdo com varia¢es nos parametros e combinacdes de diferentes métodos alimen-
tam o repositorio do sistema, indicando quais estratégias sdo mais indicadas para cada
tipo de instancia.

A figura 5.6 apresenta a janela de consulta de uma instancia, apresentando o seu
contetdo, bem como o melhor custo de solucdo encontrado até 0 momento e o plano de
otimizagdo que o gerou.

5.2.6. Consideracoés sobre distribuicao e paralelizagad de métodos no
ambiente CORE

A arquitetura do ambiente CORE permite a utilizacdo de recursos computacionais
distribuidos e heterogénos para a execucdo de algoritmos. Atualmente, requisi¢bes de
execucdo concomitantes sdo automaticamente distribuidas entre uma lista de computado-
res registrados e executadas em paralelo.

A inclusdo de metaheuristicas como GRASP no ambiente CORE coloca a neces-
sidade de um outro nivel de granularidade na distribuicdo de tarefas. Uma vez que a
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idéia das metaheuristicas é explorar de maneira eficiente o espago de solucdes, uma Gnica
requisicdo pode demandar grande quantidade de processamento.

Varios trabalhos tratam dos aspectos de distribuicdo de metaheuristicas, sendo
que a maioria ressalta o speedup praticamente linear que se obtém com a utilizacdo da
abordagem paralela, uma vez que grande parte dos métodos é trivialmente paralelizavel
[RIB 2001].

Em se tratando da paralelizagdo de GRASP [RES 99] , duas estratégias gerais tém
sido propostas: Na primeira se faz uma decomposi¢do do espaco de busca, sendo que cada
nodo recebe uma parte pré-construida da solucdo e se concentra em buscas que incluam
aquele fragmento. A segunda opcdo é a distribuicdo de iteracdes. Nesse caso, € preciso
certificar-se que a semente randdmica de cada processador seja diferente para garantir a
diversidade na busca.

Enquanto a primeira opgdo é fortemente dependente do problema a que se aplica,
a segunda é genérica e pode ser diretamente implementada no ambiente CORE. Em qual-
quer um dos casos, um estudo sobre estratégias de divisdo de carga que considerem re-
cursos computacionais heterogéneos devem ser consideradas.

5.2.7. Conclusao

Os métodos de otimizagdo combinatobria sdo ferramenta imprescindivel para 0 bom
aproveitamento de recursos, tanto no ambiente cientifico quanto industrial. A crescente
demanda por métodos de resolucdo mais abrangentes, que tratem de dos inUmeros aspec-



tos dos problemas encontrados no mundo real implica um desenvolvimento mais rapido
de novos métodos, que apresentem maior robustez na busca de solugdes.

O ambiente apresentado nesse trabalho facilita o desenvolvimento de métodos
heuristicos/metaheuristicos, possibilitando também a realizacdo de experimentos com a
montagem de métodos hibridos e metaheuristicas. Uma vez que mesmo heuristicas sim-
ples de busca local podem apresentar complexidade exponencial, a utiliza¢do eficiente de
recursos computacionais para sua execucao é questdo grande importancia.

O projeto genérico do ambiente, independente de problema ou método de resolugao
permite, primeiramente, o desenvolvimento rapido de novos métodos, uma vez que calcula-
se que 84% do codigo encontra-se em classes genéricas reaproveitaveis, ao mesmo tempo
que permite que diferentes estratégias de paraleliza¢do sejam experimentadas sem mudancas
no codigo do método de resolugdo. Estudos sobre quais estratégias sao mais promissoras
estdo em andamento.

5.3. Problemas de Equacoes Diferenciais Parciais

A simulacdo numeérica é atualmente uma ferramenta essencial para o desenvolvi-
mento tecnol6gico de uma grande gama de disciplinas. A partir de modelos que descre-
vem objetos e fendmenos variados em fisica, biologia, economia, etc., as aplicacBes de
simulacdo numérica permitem realizar experiéncias virtuais (auxiliadas por computador)
em situacOes onde as experiéncias reais sdo impossiveis ou inviaveis.

Muitos fendmenos complexos sdao modelados matematicamente através de siste-
mas de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP). Tratam-se de problemas de condi¢des ini-
ciais e de condi¢cbes de contorno, definidos em dominios continuos. A solucdo analitica
de problemas de EDP é muitas vezes impossivel, por isso apela-se para os métodos
numéricos. Dado um problema de EDP, estes métodos permitem calcular uma solucédo
aproximada das equac¢Bes em um dominio discreto, isto &, representado por um nimero
finito de pontos.

A discretizacdo das equacdes resulta geralmente em um sistema matricial linear
que precisa ser resolvido. Numericamente, a precisdo de uma solug¢do depende do nimero
de pontos da discretizacdo utilizada, o que influencia fortemente a ordem (tamanho) do
sistema linear. No caso de simulac¢@es de grande escala, o custo de resolucdo deste sistema
pode ser bastante elevado, ultrapassando a casa dos milhares de horas em computadores
convencionais. As aplicacdes de simulagdo numérica sdo portanto grandes consumido-
ras de recursos computacionais, tanto em termos de tempo de processamento quanto em
memoria necessaria para armazenamento dos dados envolvidos.

Neste contexto, sistemas paralelos e distribuidos sdo cada vez mais utilizados para
obter uma diminuicdo substancial dos tempos de execucdo e/ou efetuar estudos numeéricos
de maior precisdo mantendo tempos de processamento razoaveis. O desenvolvimento de
aplicacOes de simulacdo eficientes para este tipo de plataforma ndo é uma tarefa simples,
exigindo conhecimentos tanto em programacdo paralela quanto em céalculo numérico.
Em particular, todo trabalho de paralelizacdo precisa levar em conta as propriedades
numéricas dos métodos empregados, que muitas vezes limitam o grau de paralelismo
possivel.

O restante desta parte do curso esta organizado como segue. A sec¢do 5.3.1. in-
troduz alguns conceitos basicos envolvidos na resolucdo de problemas de EDP. A se¢do
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Figura 5.7: Membrana elastica submetida a uma forga vertical.

5.3.2. aborda a resolucdo de EDP em arquiteturas paralelas com memoria distribuida. Sdo
apresentadas diferentes combinacBes de solucGes paralelas e métodos numéricos, bem
como algumas ferramentas (bibliotecas, ambientes para resolucdo de problemas, etc.)
que implementam tais solucdes.

5.3.1. Resolugad numérica de EDP

Equacdes diferenciais parciais sdo equagdes cujas incognitas sdo fungbes de uma
ou mais variaveis. Um exemplo classico de EDP é a equacdo de Poisson, que envolve o
operador diferencial de Laplace A. Em dimensdo 2, esta equagéo se escreve:

0? 0?
—Au(:c,y) = —a—xg(fv,y) - a—;;(%y) = f(x,y)

Varios fendmenos fisicos podem ser modelados através desta equagdo. Um pro-
blema comumente citado[LUC 96] consiste em determinar os deslocamentos verticais
u(z,y) de uma membrana eléstica fixa pela borda e submetida a uma forca vertical dada
por f(z,y) (veja figura 5.7). O dominio de definicdo da EDP (membrana) e a fronteira
(borda) deste dominio sd@o respectivamente denotados por €2 e I'. A condi¢do de contorno
para este problema & v = 0 em I", significando que a borda de €2 ndo pode se deslocar.

Qualqguer gue seja o problema de EDP, seu tratamento computacional passa pela
discretizacdo das equacdes no dominio em que estdo definidas. Entre os métodos dis-
cretos mais populares estdo os métodos de diferencas finitas (MDF) e elementos finitos
(MEF). Ambos os métodos requerem a definicdo de uma malha (mesh ou grid) de pontos
(n6s) que recobrem o dominio de defini¢cdo do problema. A solug¢do da EDP é aproximada
em cada um dos N nos da malha, resultando geralmente em um sistema de N equacdes
e N incognitas que pode ser escrito sob forma matricial. De maneira geral, solugdo em
cada n6 depende da solugdo em nos “vizinhos” na malha, portanto o sistema é caracteri-
zado por uma matriz esparsa. Esta descri¢do sucinta coloca em evidéncia as principais
caracteristicas comuns entre os métodos MDF e MEF.



Uma das principais diferencas entre os dois métodos reside em torno das técnicas
de aproximagao utilizadas para obter as equacgdes discretas (tais detalhes matematicos sdo
abordados por exemplo em [DOU 2003]). As vantagens e desvantagens de cada método
estdo relacionadas a estas técnicas. O método MDF usa aproximagdes mais ”simples”,
sendo portanto de mais facil compreensao e implementacdo. Trata-se de um método am-
plamente utilizado para varios problemas de EDP, particularmente eficiente para dominios
com geometria regular. Seu emprego & mais dificil no caso de problemas em dominios
irregulares, quando geralmente prefere-se 0 método de elementos finitos. De fato, as
principais aplicacdes do MEF sdo para problemas de calculo estrutural e mecénica com-
putacional, onde é comum o uso de geometrias complexas. As malhas empregadas tém
geralmente estrutura irregular, o que dificulta sua geracdo e manipulagdo no contexto de
uma simulacdo. Esta questdo é aprofundada na sec¢do 5.3.1.1. mais adiante.

A implementac&o da etapa de discretizacdo exige um bom conhecimento do pro-
blema e dos métodos MDF ou MEF. Trata-se de uma etapa realizada tipicamente durante
a inicializacdo das simulagdes. A fase de discretiza¢do & pouco onerosa computacional-
mente, representando geralmente uma pequena parcela do tempo de processamento de
uma simulagdo de larga escala. Para aplicagfes “realisticas”, o célculo de maior custo
computacional é a resolucdo do sistema matricial obtido na fase de discretizagdo. Exis-
tem varios métodos numéricos para a resolucdo destes sistemas, todos com complexidade
expressa em funcdo do nimero N de incognitas do sistema. Este nimero depende do
dominio de definicdo do problema, da discretizacdo utilizada e da precisao desejada, che-
gando facilmente a casa dos milhGes de nbs para simulagdes de média a grande escala.

5.3.1.1. Discretiza¢d@o do dominio fisico: geracao de malhas

Uma malha & fundamentalmente representada por uma lista de nbés e uma lista
gue expressa a interconexdo entre estes n6s. Segundo a topologia de interconexdo, as
malhas podem ser classificadas como estruturadas ou ndo-estruturadas|GEO 91]. Nas
malhas estruturadas, o esquema de interconexao é tal que basta conhecer o indice do
ponto para se saber sua posi¢do na malha. Este & o caso, por exemplo, das discretiza¢des
quadrangulares quando se trabalha em 2 dimensdes. Em uma tal malha, um ponto (i, )
tem por vizinho a “esquerda” o ponto ((: — 1), 7) e por vizinho a “direita” o ponto ((7 +
1), 7). Nas malhas ndo-estruturadas, por outro lado, o esquema de interconexdo dos
pontos pode ser de qualquer tipo. As malhas ndo-estruturadas sdo portanto mais genéricas,
permitindo o recobrimento de dominios com geometria complexa.

O método de elementos finitos se presta bem a utilizacdo de malhas ndo-estruturadas,
enquanto as malhas estruturadas sdo mais frequentemente associadas aos métodos de
discretizacdo de tipo diferencas finitas. A figura 5.8 fornece um exemplo simples que
ilustra as diferencas entre malhas estruturadas e ndo-estruturadas.

A caracteristicas das malhas sdo também ligadas ao problema fisico a ser resolvido
e as suas eventuais singularidades. Em consequéncia, a natureza do problema condiciona
a escolha de malhas mais finas (i.e. com maior densidade de nbs) em certas zonas do
dominio a fim de obter solu¢Bes com precisado suficiente (veja exemplo na figura 5.3.1.1.).
A geracdo de malhas adaptadas a cada problema ndo & uma operacdo simples, principal-
mente no caso de dominios de geometria irregular. Muitos trabalhos de pesquisa envol-
vem a concepc¢do ou aperfeicoamento de técnicas de geragdo automatica de malhas. Para
maiores detalhes sobre este assunto, sugere-se por exemplo [GEO 91].



(b)

Figura 5.8: (a) Exemplo de malha estruturada. (b) Exemplo de malha néo
estruturada.

5.3.1.2. Métodos para resolugdo de sistemas de equacdes lineares

A resolucdo de um sistema linear Ax = b pode ser efetuada através de varios
métodos[GOL 96]. Geralmente, estes métodos sdo agrupados em duas categorias: métodos
diretos e métodos iterativos.

Os métodos diretos sdo baseados em uma fatorizagdo da matriz A permitindo
chegar a solucdo exata do sistema em um ndmero finito de operagdes. O método de
eliminacdo de Gauss, um dos métodos diretos mais conhecidos, consiste em fatorizar a
matriz A em um produto de duas matrizes L e U, onde L & uma matriz triangular inferior e
U uma matriz triangular superior. Dada esta fatorizagdo LU, a solug&o do sistema original
Az = brequer a resolugdo em sequéncia de dois sistemas triangulares: Ly = be Ux = y.
O método de Gauss é utilizado quando A é uma matriz quadrada sem estrutura especial.
Quando A é simétrica, positiva e definida, a fatorizacdo LU pode ser colocada na forma
LLY, onde LT é a transposta da matriz L. Esta operacdo é conhecida como fatorizag&o
de Cholesky.

A principal vantagem dos métodos diretos esta na sua precisao e estabilidade
numérica. No entanto, a complexidade destes métodos, dada por O(N?) operagdes e
O(N?) variaveis em memoria, restringe seu emprego a sistemas de pequena ordem (em
torno de N < 5000). Além disso, as fatoriza¢Ges tendem a destruir a estrutura esparsa
das matrizes, fazendo com que elementos ndo-nulos aparecam nas matrizes triangulares.
Estas matrizes se tornam assim mais densas que a matriz original (processo conhecido
como fill-in).

Os métodos iterativos, por sua vez, sdo baseados no célculo de aproximagdes
sucessivas da solucdo do sistema linear. A cada passo ou iteracdo calculam-se solucbes
mais precisas, que devem convergir para a solucao exata partindo de uma solugéo inicial
arbitraria. Os métodos iterativos do subespaco de Krylov[SAA 96] estdo entre os mais
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Figura 5.9: Malha em torno de um perfil de asa de aviao.

utilizados atualmente. Fazem parte desta familia, por exemplo, 0 método do Gradiente
Conjugado (CG) e o método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES). Uma vantagem
dos métodos iterativos & que estes envolvem operagdes simples como produtos matriz-
vetor, produtos vetoriais e produtos escalares. Teoricamente, estes métodos convergem
em O(N) iteragBes, mas na pratica utilizam-se pré-condicionadores* para a matriz A a fim
de acelerar a convergéncia. Estes métodos sdao em geral superiores aos métodos diretos
para sistemas de grande porte (N > 10000). No entanto, a convergéncia dos métodos
iterativos é altamente dependente da disponibilidade de um bom pré-condicionador.

A fim de reduzir o espaco em memaoria utilizado por estes métodos, muitas imple-
mentacdes exploram a estrutura esparsa da matriz para reduzir ao minimo o nimero de
coeficientes nulos armazenados. Existem inimeros formatos de armazenamento de ma-
trizes esparsas: em banda, em perfil, comprimido por linhas, por colunas, por diagonais,
etc.

Embora os algoritmos existentes para resolucdo de sistemas lineares tenham evo-
luido e alcancem atualmente bons niveis de desempenho, o volume de dados armazenados
é significativo e os tempos de resolugcdo sdo longos quando o sistema é de grande porte.
Nestes casos, faz-se apelo ao processamento paralelo seja agindo a nivel matricial, seja
agindo a nivel da discretizacdo matematica do problema.

5.3.2. Algoritmos paralelos para problemas de EDP

Existem basicamente duas abordagens principais para a resolucdo de EDP em pa-
ralelo. Na primeira, o enfoque é dado a paralelizacdo da resolucdo dos grandes siste-
mas lineares oriundos da discretiza¢do por MDF, MEF, etc. Nesta abordagem, operacdes
correntes em algebra linear (produtos escalares, produtos matriz-vetor, fatorizacdes de
matrizes, etc.) precisam ser modificadas para que o algoritmo de resolugdo funcione em
arquitetura paralela.

A segunda abordagem consiste na utilizacdo de métodos de decomposicdo de
dominios. Estes métodos sdo baseados em um particionamento do dominio de célculo
em sub-dominios, permitindo substituir a resolucdo do sistema original por uma colec¢ao

4Um pr “e-condicionador para uma matriz A & uma matriz “semelhante” a A e que pode substitu”1-la no
sistema Az = b, tornando este sistema mais facil de ser resolvido.



de resolucdes independentes em cada sub-dominio. Estas resolugcdes sao entrelacadas em
um célculo iterativo que determina as condi¢des de contorno nas fronteiras entre sub-
dominios.

E interessante notar que, na pratica, estas duas abordagens sio muitas vezes utili-
zadas de maneira complementar. Em particular, os métodos de decomposi¢do de dominios
sdo comumente usados como pré-condicionadores para acelerar a convergéncia de métodos
iterativos de resolucdo de sistemas lineares. Uma apresentacdo mais detalhada destas duas
abordagens é fornecida a seguir.

5.3.2.1. Paralelizacdo da resolucao de sistemas lineares

A paralelizacdo da resolugdo de sistemas lineares &€ um campo bastante explo-
rado, tendo resultado em algumas ferramentas e bibliotecas que facilitam grandemente a
construcdo de simulacOes paralelas e distribuidas. Como o conjunto de técnicas numéricas
é bastante vasto, a maioria destas bibliotecas sdo especializadas em métodos iterativos ou
em métodos diretos.

No que concerne os métodos diretos, os esfor¢os de paralelizagdo se concentram
na fatoriza¢do da matriz e do segundo membro, que representa a operagdo de maior custo
computacional. Para maiores detalhes sobre a resolucdo de sistemas lineares em para-
lelo o leitor pode consultar o artigo [HEA 91] e ao livro [DON 98]. As ferramentas
que oferecem métodos diretos paralelos sdo em geral mais recentes que as ferramen-
tas centradas nos métodos iterativos. Como exemplo deste tipo de ferramenta pode-
mos citar CAPSS[HEA 97], PaStiX[HEN 99] e PSPASES[GUP 97], para matrizes espar-
sas simétricas, definidas e positivas, e SuperLU[LI 99] e S+[FU 98] para sistemas nado-
simétricos. Uma comparacao entre estas ferramentas & encontrada em [AME 2000]. A
paralelizacdo destes métodos ndo é abordada neste curso.

Quanto aos métodos iterativos, pode-se dizer que estes sdo relativamente faceis
de paralelizar pois as operacdes envolvidas se resumem basicamente a produtos matriz-
vetor e produtos escalares. Dado um particionamento adequado dos dados envolvidos,
estas operacgdes sdo facilmente paralelizaveis. No entanto, a convergéncia destes algorit-
mos depende em grande parte de bons pré-condicionadores paralelos. A escalabilidade
€ um aspecto critico para estes métodos uma vez que a velocidade de convergéncia de-
cresce com 0 aumento do numero de processadores. As ferramentas que oferecem este
tipo de método sdo numerosas. Um panorama das principais bibliotecas para resolugcdo
iterativa de sistemas lineares pode ser encontrado em [EIJ 98]. Entre as principais fer-
ramentas atualmente disponiveis podemos citar PETSc[BAL 97], PARMS[CAI 2002],
Aztec[HUT 98], BlockSolve[JON 95] e ParPre[CHA 97].

Estas bibliotecas trabalham com uma representacdo distribuida do sistema linear
a ser resolvido. Em geral, esta distribuicdo consiste em alocar um conjunto de linhas
da matriz esparsa a cada processador (veja sec¢do 5.3.2.2. a seguir). No que diz respeito
a implementacdo paralela, a solu¢gdo mais comum é baseada na utilizacdo de MPI para
a troca de mensagens nas arquiteturas com memoria distribuida. A biblioteca SuperLU
utiliza processos leves (threads) para as arquiteturas com memoria compartilhada. A
maioria destas ferramentas utiliza o padrdo MPI para implementar as comunicagdes em
arquiteturas com memoria distribuida. As linguagens de programacdo que predominam
sdo Fortran, C e C++.



5.3.2.2. Paraleliza¢do de métodos iterativos

As estratégias de paralelizacdo de métodos iterativos se baseiam geralmente em
uma distribuicdo do sistema de equacOes lineares sobre um conjunto de processadores.
Uma abordagem para a solugd@o deste problema é apresentada em [SAA 95] e utilizada em
uma biblioteca precursora da ferramenta PARMS. A descri¢do a seguir se baseia nestas
referéncias.

Representacdo distribuida de matrizes e vetores A representacdo distribuida de um
sistema Ax = b tem geralmente origem no particionamento do grafo de adjacéncia as-
sociado a matriz do sistema. Dada uma matriz esparsa A de dimensdo N x N, o grafo
G = (V, E) associado a esta matriz é definido por

e um conjuntode nés V = {1, 2, ..., N'}, cada n6 correspondendo a uma incognita do
sistema;

e um conjunto de arestas £ = {(¢, j) | ai; # 0} representando as dependéncias entre
as equacoes do sistema.

Este grafo é ndo-orientado se a matriz A & simétrica. Neste caso as arestas (7, j) coincide
com as arestas (7,4). A figura 5.10 ilustra esta dualidade entre a representacdo matricial
de um sistema com 12 incognitas e o grafo de adjacéncia associado.
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Figura 5.10: (a) Perfil de uma matriz esparsa de dimensao 12x12. (b) Grafo de
adjacéncia associado.

Dado um particionamento do conjunto V' em p sub-conjuntos Vi, ..., V,, o grafo
G se decompde em p sub-grafos G; = (V;, E;). Os sub-conjuntos E; expressam as de-
pendéncias dos nos pertencentes a V; em relacd@o a outros nos inclusos ou ndo em V.

Geralmente, cada sub-grafo & alocado a um processador distinto, sendo que p
designa ao mesmo tempo o nimero de sub-grafos e o nUmero de processadores. Esta
distribuicdo do grafo é equivalente a alocagc@o de um conjunto de equacdes, i.e., de linhas
do sistema matricial, a cada processador.

Em uma particdo (sub-grafo) G; pode-se identificar os seguintes conjuntos de nos:

e nos internos associados ao sub-grafo G; (ou ao processador ): nos exclusivamente
conectados a outros nos pertencentes a G;



e nos de interface locais: nos conectados a nos pertencentes a GG; e também a outros
sub-grafos;

e nos de interface externos: nos pertencentes a outros sub-grafos mas que sao conec-
tados a nos pertencentes a G;.

A identificacdo destes conjuntos de nbs permite preparar as estruturas de dados
locais para as comunicacdes necessarias ao longo do calculo iterativo. De fato, as matri-
zes e vetores locais sdo construidos através da permutacdo das equacdes afetadas a cada
processador, de maneira a separar 0s nos internos dos nos de interface locais. Os nos de
interface externos s@o igualmente levados em conta nestas estruturas.

Globalmente, a matriz esparsa distribuida tem a forma apresentada na figura 5.11.
Distingue-se nesta figura a matriz retangular A, de dimensdo N; x N representando as

N, equag0es (ou nos) afetadas ao processador P;. Esta matriz & composta pelos seguintes
blocos:

e B/ . umamatriz quadrada de dimenséo N; x N;. Os elementos a;; deste bloco s&o

loc*

tais que j corresponde a uma variavel local, isto é, a um n6 afetado ao processador
i. Em B! as linhas pontilhadas separam os nos internos a G; dos nos de interface

loc

locais de G ;

e B! .:um bloco de elementos a;; tais que j corresponde a uma variavel externa.

1 1!
Aloc Bloc g
. 1
l | Bext
; a

Figura 5.11: Visdo global de uma matriz esparsa distribuida.

Os vetores associados ao processo de resolugdo (segundo membro b, vetor de
solucdo x, etc.) sdo particionados e organizados em conformidade com a matriz. Es-
truturas de dados adicionais, em particular uma lista de processadores vizinhos e uma
lista de n6s de interface locais, também sdo geralmente empregadas para gerenciar as
comunicacoes.



Algoritmos paralelos Em métodos iterativos do subespaco de Krylov (CG ou GMRES,
por exemplo), os calculos se resumem a combinacdes lineares de vetores, produtos esca-
lares e produtos matriz-vetor.

As combinagdes lineares de vetores distribuidos sdo operacdes totalmente para-
lelas, que ndo necessitam de comunicagdes. Por exemplo, uma soma de dois vetores
distribuidos s6 necessita das representacdes locais destes vetores. No que concerne 0s
produtos escalares distribuidos, o algoritmo consiste em efetuar o produto escalar dos
vetores locais, seguido de uma soma global dos resultados locais. Quando se utiliza o
padrdo MPI para implementacdo das comunicacdes, esta operacao geralmente é realizada
através de uma primitiva de comunicacdo global tipo MPI_Reduce.

Os produtos matriz-vetor estdo entre as operacdes mais onerosas que compdem
0s métodos iterativos. Estas operacOes s6 sdo ultrapassadas em quantidade de célculo
pela fase de pré-condicionamento da matriz. Dados uma matriz e um vetor distribuidos
segundo o formato descrito no inicio desta secdo, o algoritmo paralelo para o célculo do
produto matriz-vetor se implementa como segue:

1. multiplicacdo do bloco B, da matriz pelo vetor local;
2. envio dos componentes do vetor local correspondentes aos nos de interface locais;
3. recepcdo dos valores correspondentes aos nos de interface externos;

4. multiplicacdo do bloco B.,; da matriz pelo vetor de valores externos. O resultado
obtido é adicionado ao valor obtido na primeira multiplicag&o.

As etapas 1, 2 e 3 deste algoritmo podem ser efetuadas simultaneamente com o
auxilio de primitivas de comunicacdo assincronas disponiveis em MPI. As comunicacdes
sdo de tipo ponto-a-ponto, se estabelecendo somente entre processadores vizinhos. O
calculo de um pré-condicionador para a matriz distribuida é necessario para acelerar a
convergéncia dos métodos iterativos. Os pré-condicionadores paralelos mais eficientes
sdo geralmente baseados em métodos de decomposi¢do de dominios.

5.3.2.3. Métodos de decomposi¢cdo de dominios

Métodos de decomposicdo de dominios sdo geralmente utilizados quando o pro-
blema fisico é resolvido em um espaco discreto de grande dimensdo. Quando os pro-
blemas apresentam singularidades que precisam de um tratamento particular (cantos, fis-
suras, materiais diferentes, etc., conforme figura 5.12), utilizam-se malhas com grande
namero de pontos a fim de se obter solu¢Bes mais precisas.

Outra aplicacdo interessante dos métodos de decomposicdo de dominios sao 0s
problemas numéricos que envolvem acoplamento de modelos matematicos sobre dominios
naturalmente disjuntos. Neste caso, as equagdes a serem resolvidas diferem de um dominio
a outro (oceano/atmosfera, fluido/estrutura, conforme sugere a figura 5.13).

O algoritmo geral dos métodos de decomposi¢do de dominios segue o principio
classico de “divisdo e conquista”. Isto conduz a uma paralelizacdo natural, particular-
mente adaptada as arquiteturas paralelas com memoria distribuida. E interessante notar
gue estes métodos podem ser mais rapidos que os métodos iterativos classicos mesmo em
arquiteturas ndo paralelas[ROU 95].

Todos os métodos de decomposi¢do de dominio requerem um particionamento do
espaco discreto (malha) em sub-dominios. A secdo 5.3.2.4. fornece uma breve introducao
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Figura 5.12: Singularidades nos dominios de definicdo de problemas..
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Figura 5.13: Acoplamento de modelos matematicos..

a este assunto. Existem varios métodos numéricos de decomposi¢cdo de dominios. A
maioria dos autores classifica esta familia de métodos em métodos com sobreposicao
(secdo 5.3.2.5.) e métodos sem sobreposicao (se¢do 5.3.2.6.).

5.3.2.4. Particionamento de malhas

O emprego de um método de decomposicdo de dominios requer o particionamento
do dominio de calculo. Este particionamento é guiado por critérios matematicos, que
exercem uma influéncia na convergéncia dos métodos, e por critérios computacionais,
que influenciam no desempenho paralelo.

De acordo com a notac¢do introduzida na se¢do 5.3.2.2., um sub-dominio se as-
semelha a um sub-grafo GG;. As ferramentas existentes sdo essencialmente baseadas em
algoritmos que trabalham com as coordenadas geométricas da malha, ou em algoritmos
que utilizam o grafo associado a matriz de adjacéncia da malha. Entre as ferramentas
mais conhecidas podemos citar Metis|[KAR 97], Scotch[PEL 96] e Chaco[HEN 95].

De maneira geral, é desejavel que os algoritmos de particionamento respeitem as
seguintes restricdes geomeétricas:

e reparticdo igualitaria do nimero de arestas, 0 que equivale a uma distribucdo de
carga equilibrada;

e minimizacdo do niamero de interfaces, o que equivale a minimizar o namero de vi-
zinhos de cada sub-dominio, e consequentemente o nUmero comunicagtes durante
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Figura 5.14: Decomposi¢cao com sobreposi¢ao.

a resolucdo paralela;

e minimizacdo do numero de arestas nas interfaces entre sub-dominios em relacdo ao
namero de arestas situadas no interior de cada sub-dominio.

Tais restricdes conduzem geralmente a sub-dominios relativamente compactos, o
que numericamente favoravel a eficiéncia dos métodos de decomposicdo de dominios.

5.3.2.5. Métodos com sobreposicéo

Estes métodos se caracterizam pelo particionamento do espaco fisico em um con-
junto de dominios que se sobrepdem. Este curso se limita a apresentacdo do método de
Schwarz e suas duas variantes: o método multiplicativo e 0 método aditivo. Para uma
discussdao mais aprofundada sobre estes métodos, recomenda-se a consulta a [SMI 96] et
[CHA 94]. O funcionamento geral do método de Schwarz & apresentado a seguir consi-
derando a decomposic¢do de um dominio Q2 em dois sub-dominios sobrepostos 2, e €2,
(veja figura 5.14).

Seja T" a fronteira do dominio Q e 4% as partes de fronteira de Q. (k = 1,.., K)
incluidas nos sub-dominios €; (I = 1,.., K, # k). O método de Schwarz & um método
iterativo que consiste em resolver os problemas de EDP de maneira alternada em cada
sub-dominio, sendo que os valores calculados em €2; sdo utilizados como condicdes de
contorno impostas sobre a fronteira ¢ de €2, na iteragdo seguinte. A iteragdo escolhida
para atualizar as condigdes de contorno determina as variantes deste método.

Método de Schwarz multiplicativo  Sejam u e 3 os valores iniciais da soluggo wu,,
respectivamente nos sub-dominios 2, e €5, e f; e f, as decomposicOes correspondentes
do segundo membro f. Considerando estas notacdes, e tomando como exemplo o pro-
blema de Poisson, o método multiplicativo consiste em calcular 7 e u% de maneira que,



a cada iteracdo n, resolve-se o problema

—Aut = f em €24,
0 sobre I'y, (condigédo de contorno inicial)
u? = uy~t  sobreq?

3
|

para uf, e em seguida resolve-se

—Auy = f emQy,
2 0  sobreT'y, (condigcdo de contorno inicial)
u?  sobre v,.

para uj.

Nota-se que este método utiliza as solucdes ] recém calculadas para determinar
uy (I = k), ou seja, existe uma sequéncia que deve ser respeitada neste céalculo: primeiro
um sub-dominio, depois outro. A figura 5.15 ilustra a execucao deste algoritmo para um
problema de Poisson em dimensdo 1. Deduz-se que esta variante ndo & naturalmente
adaptada ao processamento paralelo. Este defeito pode ser compensado utilizando-se, por
exemplo, algoritmos de ordenagdo preto-vermelho (veja [WIL 99], pagina 322).

Método de Schwarz aditivo A inicializacdo da resolucdo para o método aditivo se da
conforme a secdo precedente. Apos esta inicializacdo, calcula-se as iteragdes sucessivas
COmo segue:

—AU,Z' fk em Qk,
Vk=1,2 uy 0 sobre Iy,
up = uf™' sobreqt, Vi=1,2,1#k.

Este método é adaptado ao processamento paralelo pois as resolu¢des nos sub-
dominios podem ser efetuadas simultaneamente. De fato, o calculo da solugdo na iteracao
n s6 depende das solugBes obtidas na iteracdo n—1. A figura 5.15 ilustra a execucao deste
algoritmo para o problema de Poisson em dimensé&o 1.

Convergéncia do método de Schwarz Os métodos de Schwarz multiplicativo e aditivo
diferem em termos de velocidade de convergéncia. A seguir examina-se 0 comportamento
de convergéncia destes métodos considerando-se a resolugdo do problema de Poisson em
um dominio unidimensional:

—Au = 0 nointervalo]0, 1],
u(0) = 0,
u(l) = 0.

cuja solugdo trivial € w = 0. As solugdes dos problemas locais (em cada sub-dominio)
sdo igualmente segmentos de retas.

A figura 5.15 ilustra graficamente a convergéncia dos dois métodos para a solugdo
exata do problema. Nota-se que 0 método aditivo converge mais lentamente que o método
multiplicativo. De acordo com [SMI 96], na prética, para varios casos de decomposicdes
em dois sub-dominios, 0 método de Schwarz aditivo exige o dobro do nUmero de iteracbes
para a convergéncia em relagdo ao método multiplicativo.



Schwarz multiplicativo Schwarz aditivo

Figura 5.15: Representacdo grafica da convergéncia do método de Schwarz.
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Figura 5.16: Importancia da sobreposi¢cdo para o método de Schwarz. (a) Grande
sobreposicao. (b) Pequena sobreposicao.
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Figura 5.17: Decomposi¢cdo sem sobreposicao.

A velocidade de convergéncia destes métodos é também fortemente influenciada
pela extensdo da sobreposicdo. Através da representacdo gréfica da figura 5.16, verifica-
se que 0s métodos com sobreposi¢do convergem mais rapido quando a sobreposicdo é
grande.

A sobreposi¢do implica em uma redundéncia de célculo pois alguns nos da malha
530 associados a varios sub-dominios. Deduz-se que o custo de calculo dos problemas
locais cresce com o tamanho da sobreposi¢do. O uso destes métodos depende portanto
de um bom compromisso entre a velocidade de convergéncia e a quantidade de calculos
redundantes. Também é importante notar que a velocidade de convergéncia diminui com
0 aumento do nimero de sub-dominios.

5.3.2.6. Métodos sem sobreposi¢cdo

Estes métodos foram desenvolvidos durante os anos 70 para permitir a realizagao
de célculos envolvendo grandes estruturas. Os recursos computacionais disponiveis eram
geralmente insuficientes, e os cientistas tiveram a idéia de efetuar os calculos por sub-
estruturas a fim de conseguir realiza-los com os computadores da época.

Em um método sem sobreposi¢cdo, decompde-se um dominio 2 em K sub-dominios
disjuntos Qx(k = 1,.., K). Dois sub-dominios distintos compartilhnam apenas os nos de
sua interface (se forem adjacentes), nao compartilhando nenhum outro no interior aos
sub-dominios. Um exemplo de decomposi¢cdo em dois sub-dominios & mostrado na fi-
gura 5.17. Esse exemplo sera usado nas explicagdes que seguem.

Todos os métodos sem sobreposi¢cdo levam a construcdo de um sistema de inter-
face. Uma vez construido este sistema, pode-se resolvé-lo usando os métodos diretos ou
iterativos classicos. Esta se¢do apresenta um método sem sobreposi¢do conhecido como
método do complemento de Schur primal. Para mais detalhes a respeito deste e de outros
métodos sem sobreposicao, sugere-se consultar [FAR 94] e [SMI 96].

Método do complemento de Schur ou Schur primal Apds o particionamento da ma-
Iha, renumera-se as incognitas do sistema de forma a isolar as variaveis associadas ex-
clusivamente a cada um dos dois sub-dominios, bem como os nos na interface entre estes



sub-dominios. O sistema algébrico Ax = b pode entdo ser escrito:

A 0 Ay T by
0 Ay Ay To | =] by
Az Asy Asg T3 b3

Nesta decomposic¢do em blocos, pode-se distinguir:

e 0s blocos diagonais A1, e Aso, que correspondem a matriz associada aos nos situa-
dos no interior de cada um dos dois sub-dominios.

e 0 bloco Ass, que corresponde a matriz associada aos nos situados na interface entre
os dois sub-dominios.

e 0s demais blocos, que sdo transpostos entre si e representam as interagcdes entre
cada sub-dominio e a interface.

Esta forma de estruturar o sistema ressalta a inexisténcia de acoplamento direto
entre as variaveis situadas em sub-dominios diferentes. Nao é necessario construir o
sistema completo, sendo que a resolug@o por sub-dominios pode usar as matrizes locais

seguintes:
A11 A13> <A22 A23>
A = et A, = .
: <A31 Al 27\ An AR

O bloco AE,,? (respectivamente Ag?) representa as interacdes entre os nos de inter-
face e os nos correspondentes ao sub-dominio €2, (respectivamente €25). A soma destes
dois blocos locais forma o bloco A3; do sistema global.

A partir desta reestruturacdo do sistema Ax = b, pode-se extrair um sistema cor-
respondente aos nos de interface, dado por

Sx3 = c,

onde
S = Az — A1 A Ars — Agp Agy Ags

Cc = b33 — A31A1_11b1 — A32A2_21[)2.

A matriz S é chamada complemento de Schur de A. Esta matriz condensada
na interface & densa, e para construi-la & necessario inverter as matrizes dos sistemas
correspondentes a cada sub-dominio. O custo desta operacdo é proibitivo para sistemas
de grande porte.

Os sistemas correspondentes aos sub-dominios 2, e €2, podem ser resolvidos de
maneira totalmente independente. Quanto a resolucdo do sistema de interface, prefere-
se geralmente resolvé-lo sem calcular explicitamente o complemento de Schur S. Isto
pode ser feito, por exemplo, através de um método iterativo de ponto fixo com pré-
condicionamento S da matriz S:

S(zytt —2%) = ¢ — S5,

O algoritmo 1 apresenta um tal processo iterativo para a resolu¢do de um sistema Az = b
pelo método do complemento de Schur. Neste algoritmo, considera-se uma decomposicao
generalizada a K sub-dominios acoplados por uma interface global Z.



Algoritmo 1 Método de ponto fixo para o complemento de Schur em paralelo.
1: paran = 1 até a convergéncia faca
2: parak =1 até K (nUmero de sub-dominios) faca [em paralelo]
3 U} solucéo de Ay U = Fy, — AgzUZ
4 Ykn = AI[CU]?
5. fim para
6
7

SUP = Fy — AzzUr ' — v Ky 4 SUp-!
. fim para

O célculo do vetor U2 (linha 6 do algoritmo 1) pode ser feito por processador
“mestre” ou por todos os processadores ao mesmo tempo. No primeiro caso, este calculo
requer comunicacOes entre o processador coordenador e os processadores que calculam
cada um dos sub-dominios. No segundo caso, as comunica¢des ocorrem entre processa-
dores que calculam sub-dominios tendo a0 menos um né em comum. Estas comunicacdes
sdo imprescindiveis para garantir a continuidade da solugdo nas interfaces.

5.3.2.7. Resolucao global por um método de Krylov

Os métodos de decomposicao de dominios podem intervir na resolugdo de grandes
problemas matriciais de duas maneiras. Na primeira, estes métodos levam a construcao
de um problema de interface. Neste caso, resolve-se os problemas locais com o auxilio de
um método direto, por exemplo, e o problema de interface através de um método iterativo
de ponto fixo ou um método de Krylov.

Na segunda, estes métodos podem ser utilizados como pré-condicionadores para
um método de Krylov. Os dois casos se assemelham do ponto de vista da execucao
paralela. A seguir estuda-se a primeira alternativa utilizando o formalismo introduzido no
paragrafo 5.3.2.6. para os métodos sem sobreposicao.

Genericamente, estes métodos procuram resolver, no caso de 2 sub-dominios, o
sistema

Cn 0 Cis Xy D,
0 Cy O Xy | =] Dy
C31 C32 Csg X3 D,

com o sistema condensado na interface

SX; =G
onde ,
S =Cs3 — Z C3tChy Chs
k=1
(5]

2
G == 033 - Z CgkCI;kIDk.
k=1

O algoritmo 2 apresenta a resoluc@o deste sistema pelo método do gradiente con-
jugado. Todas as operacOes que compdem este algoritmo utilizam matrizes e vetores
locais.

O paralelismo do algoritmo esta escondido no interior das operagcdes algébricas.
As instrucdes (4, 5, 10, 11 e 14), marcadas com um retdngulo, necessitam de comunicagdes.



Algoritmo 2 : Algoritmo CG genérico para o sub-dominio Q, k£ =1, 2.
1: X9 = 0 {inicializacdo}

: X}, solucdo de C Xy = Dy — Cys X3

&k = O Xg

P’ =710 = D3 — C33XY — & — & | {comunicagBes}

€’ = ||7°]|? | {comunicagdes globais}

6: parai =0, 1,... até a convergéncia faca
7.z solucdo de Cirzr = Crsp’
8 & = Csiz
9. &= Csp'
10: | =& — & — & | {comunicaces}
11 |t = ||7Y|?/ (¥, p*) | {comunica¢Bes globais}
12: Xé“ = Xj +o'p’
13: rtl=rt — ol
14: | B = ||t HL|/]|17¢|1? | {comunicagBes globais}
15: p’i—|-1 — ,,,.’H—l _ 5Z—|—1p’t
16: fim para

As outras instrucdes se efetuam de maneira local. As instrugdes 2 e 7 representam 0s
célculos locais sobre os sub-dominios. Estes calculos requerem a utilizagdo de um método
de resolucdo do sistema local. Os célculos de interface estdo presentes nas instrucdes 3—4
et 8-10. Estes produtos matriz-vetor necessitam de comunicagdes.

A verificagdo da convergéncia (ponto de sincronizacdo global) é efetuada a nivel
da instrucdo 14, que necessita das normas calculadas nas instrucdes 5 e 14. Estes calculos
implicam em pontos de sincronizacdo adicionais. O calculo contido na instrucdo 11 ne-
cessita do calculo de um produto escalar global.

Uma vez obtida a solugdo X3 condensada na interface, resolve-se novamente 0s
sistemas locais

Cik X = Dy, — Cy3 X3

a fim de calcular as solugdes locais X.

5.3.3. Consideracoes finais

Os métodos de decomposi¢cdo de dominios aliados aos métodos iterativos do sub-
espaco de Krylov constituem uma solucdo bastante utilizada para a paraleliza¢do de pro-
blemas de EDP (veja por exemplo os trabalhos apresentados na edi¢cdo da ERAD de
2002[ERA 2002], paginas 267 e 271). Resultados recentes de simulac¢@es utilizando tais
métodos podem ser encontrados, por exemplo, em [CAI 2001, ABD 2001, CHA 2001].

Dada uma implementacdo paralela dos métodos descritos neste curso, o alcance
de bons niveis de desempenho depende, entre outros fatores, de uma boa reparticdo da
carga de trabalho entre os processadores disponiveis. Como o célculo das condi¢cOes de
contorno implica em uma sincronizagdo entre dois ou mais processadores, a presenca
de desequilibrios de carga faz com que os processadores com menor carga figuem ocio-
sos esperando pelos seus “vizinhos” mais carregados, o0 que se traduz em uma reducao



da eficiéncia paralela. Os algoritmos que visam a reparticdo de carga para 0s métodos
de decomposicdo de dominios sdo geralmente eficazes para problemas simples. Entre-
tanto, quando é necessario trabalhar com discretizacdes complexas tanto do ponto de
vista geométrico quanto numeérico, a distribuicdo igualitaria da carga de trabalho é dificil
de realizar.

No cenério atual do desenvolvimento de aplica¢es de simulagdo numérica, uma
tendéncia & o uso de métodos discretos baseados em malhas adaptativas[VER 96]), isto
e, malhas que sdo modificadas ao longo do calculo de acordo com uma analise do erro de
aproximacao cometido. Esta técnica permite utilizar uma malha mais fina nas zonas do
dominio onde a solucdo possui uma singularidade (choques ou turbilhdes, por exemplo),
obtendo resultados precisos com um nimero minimo de incognitas a calcular. O emprego
de malhas adaptativas introduz mais um grau de dificuldade a programacao paralela desta
classe de aplicacBes, @ medida em que a distribuicdo da carga de trabalho sobre um con-
junto de processadores deve ocorrer de forma dindmica ao longo da simulag&o.
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