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Resumo:

Neste trabalho, apresentam-se os conceitos basicos de complexidade, incluindo
no¢des de complexidade de algoritmos, de medidas de complexidade, de métodos de
célculo de complexidade, e de programagao paralela. Esses conceitos sdo aplicados na
analise do desenvolvimento de algoritmos paralelos baseados em memoria
compartilhada e em troca de mensagens. Sdo considerados exemplos classicos, como
operacdes com matrizes e classificacdo de listas. Para ambos os exemplos sdo
considerados a complexidade do problema, uma solucdo seqiiencial de algoritmo onde a
complexidade ¢ determinada e versdes paralelas para as duas metodologias ou formas
de programacao. Por fim, apresentam-se algumas questdes e consideragdes sobre analise
de complexidade de algoritmos paralelos, seus impactos e suas vantagens.

' Doutor em Ciéncia da Computagio ¢ Mestre em Ciéncia da Computagio junto ao PPGC da UFRGS.
Licenciado em Matematica pela UFRGS. Professor e Pesquisador do Instituto de Informatica da UFRGS.
Orientador de Mestrado ¢ Doutorado do PPGC da UFRGS. Editor da Série Livros Didaticos do Instituto
de Informatica da UFRGS. Areas de Interesse: Teoria da Computagio, Fundamentos da Computagio,
Processamento de Alto Desempenho e Matematica da Computacao.

? Doutora em Ciéncia da Computagio pela PUC/RJ. Mestre em Ciéncia da Computagdo junto ao Curso de
Po6s-Graduagdo em Ciéncia da Computacdo da UFRGS. Professora do Instituto de Informatica da UFRGS
e Chefe do Departamento de Informatica Teoérica da UFRGS (2000-2001). Atualmente, leciona na
UNILASALLE. Areas de Interesse: Complexidade de Algoritmos ¢ Algoritmos de Aproximagio.

* Doutor em Ciéncia da Computagio ¢ Mestre em Matematica pela Universidade da California, Berkeley.
Mestre em Engenharia de Sistemas pela COPPE-UFRJ. Professor Titular da Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro e da Universidade Federal do Rio de Janeiro. Area de Interesse: Logica,
Fundamentos da Computacdo, Métodos de Programagao e Analise de Algoritmos.

Instituto de Informatica e PPGC da UFRGS, Cx. Postal. 15064, 91501-970 Porto Alegre RS Brasil



68 ERAD 2002 - Sdo Leopoldo, 15-19/jan/2002.

3.1 Introducéo

Tém-se constatado a crescente oferta de equipamentos que proporcionam
ambientes de programagdo paralela, como os agregados de computadores, conhecidos
como clusters. Renem-se varias maquinas, como computadores pessoais (PCs), através
de uma rede de comunicacdo de alto desempenho, tendo assim um ambiente de
programacao paralela ou distribuida. Nesses ambientes, o poder computacional tem
aumentado, tanto pelo aumento da velocidade de processamento dos processadores
quanto pelo aumento do numero de processadores integrados ou agregados ao sistema.

O crescente avango tecnoldgico que permite a criagdo dessas maquinas cada vez
mais rapidas, pode, ingenuamente, confundir usudrios sobre a importincia da
complexidade de algoritmos. Entretanto, o que se observa € exatamente o inverso, pois
maquinas mais rapidas, possibilitam a resolu¢do de problemas maiores, ¢ ¢ a
complexidade de algoritmos que determina o novo tamanho maximo do problema a ser
resolvivel. O impacto da nova maquina, no caso da resolucdo de problemas onde os
algoritmos sao menos eficientes, pode ser muito pequeno, como serd ilustrado neste
texto.

Apesar dessa crescente oferta de tecnologia, o avango da area de programacao
paralela e distribuida, ao nosso ver, tem sido lento. Isso se deve, em parte, a falta de
uma cultura de ensino de programagao paralela e distribuida. Na grande maioria dos
cursos de Bacharelado em Ciéncia da Computagdo existentes no estado do Rio Grande
do Sul, os conteudos que servem de base para a formagdo de pessoal em programacao
paralela, estdo diluidos entre varias disciplinas do curso. Sdo poucos os cursos que t€ém
disciplinas especificas de arquiteturas paralelas, de no¢des de computacdo paralela ou
de programacdo paralela. Mas, infelizmente, nenhum curso de graduacdo tem a
disciplina de analise da complexidade de algoritmos paralelos. Nesse minicurso,
pretende-se introduzir o tema e mostrar alguns dos beneficios que se pode explorar
dessa disciplina.

Sabendo-se que um curso desses necessita certa base, como por exemplo: nogao
de arquiteturas paralelas, nocdes de complexidade de algoritmos e certa informacao
sobre estruturas de dados, sera apresentado, inicialmente, uma revisdo introdutoria
desses conteudos. Uma vez feita essa revisdo, pretende-se introduzir duas formas de
programacdo paralela, que sdo através de memoria compartilhada e através de troca de
mensagens. Essas duas formas, tém-se evidenciado como metodologias basicas de
desenvolvimento de algoritmos em ambientes paralelos e distribuidos.

Foram escolhidas duas aplicagdes classicas: operagdes com matrizes ¢
classificagdo de listas, (uma numérica e outra ndo), para demonstrar a analise da
complexidade do problema e de algoritmos paralelos. Inicialmente, os problemas sdo
analisados com a finalidade de estabelecer a complexidade do problema, a seguir ¢
ilustrada uma solucdo seqiiencial e determinada sua complexidade, entdo sdo
desenvolvidos algoritmos paralelos baseados em memoria compartilhada e em troca de
mensagens. Por fim, sdo comparadas as duas versdes de algoritmos paralelos.

3.1.1 Tipos de processamento

Inicialmente, é necessario caracterizar a forma de se executar tarefas conhecida
como processamento. Existem diferengas entre autores na formalizagdo dos tipos de
processamento. Por isso, a seguir, serd apresentada a terminologia adotada nesse texto.
O processamento pode ser seqiiencial, pipeline, vetorial, paralelo e distribuido.
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e Processamento sequencial. O processador 1€ um unico fluxo de dados por
vez e realiza uma operagao por unidade de tempo, ou seja, ndo se executa
mais que uma operacao por unidade de tempo.

e Processamento pipeline. Pipeline ¢ a divisdo de uma fun¢do genérica em
uma seqiiéncia de k£ sub-fun¢des que podem ser implementadas por £ modulos
de hardware dedicados e autonomos denominados estagios. Cada estagio ¢é
capaz de receber dados do estagio anterior, opera-los e transmitir o resultado
para o estagio seguinte. Dessa forma, sucessivas execucdes da fungdo podem
ser conduzidas pelas sub-fungdes, operando por superposicao (overlap),
resultando no processamento pipeline.

e Processamento vetorial. Substitui-se um laco do programa que usa
instrugdes escalares por um laco que usa instrugdes vetoriais, levadas a cabo
por um hardware especifico, implementado por pipeline. O processamento
vetorial difere no fato de que os pipelines evoluiram para instrugdes
vetoriais.

e Processamento paralelo. E uma forma eficiente de processar informagio a
qual enfatiza a exploragdo de eventos concorrentes na computacdo do
processo. Pode-se caracterizar o processamento paralelo quando existe um
conjunto de maquinas sendo controladas por um unico sistema operacional. A
realizacdo de tarefas é levada a cabo por determinagdo desse sistema que diz
quem realiza o que.

e Processamento distribuido. No processamento distribuido ha um conjunto de
maquinas, cada uma com seu proprio sistema operacional. Existem diversos
processadores, diferentes ou ndo, utilizando uma rede de comunicacdo. Os
processadores trabalham cooperativamente para que os recursos dispersos
sejam utilizados na prestagdo de servigos. Esses diversos processadores
devem controlar os seus proprios recursos.

Nesse texto, serdo considerados o processamento seqiiencial (execugdo de
algoritmos seqiienciais), processamento paralelo no caso da execu¢do de programas
com memoria compartilhada e o processamento distribuido, que se utiliza da trocas de
mensagens para se comunicar.

3.1.2 Andlise da algoritmos

Um dos conceitos mais importantes da computacdo ¢ o de algoritmo. A palavra
algoritmo vem de Abu al Khwarizmi, que segundo a historia, foi o primeiro a fazer um
algoritmo, isso em cerca de 800 D.C. Esse conceito foi formalizado antes de 1930, antes
de surgir o primeiro computador. E uma descri¢do passo a passo de como o problema é
solucionado. A descrigdo deve ser finita e os passos bem definidos, sem ambigiiidade.

Por outro lado, dizer que um problema ¢ algoritmicamente solucionavel
significa, informalmente, que existe um algoritmo tal que, para qualquer entrada, se lhe
for dado todo o tempo e espago desejado, ele produzird a resposta correta. Mas ser
computavel ndo ¢ suficiente, tem-se que saber o limite do seu custo. Um dos objetivos
da analise da complexidade ¢ definir que condi¢des adicionais precisam ser impostas ao
problema tal que o custo de sua solucdo possa ser "a priori" limitado e
computacionalmente interessante.

Antes de se definir como realizar a analise de algoritmos, deve-se ter em mente o
que esperar da analise. Traub (em [TRA73]) apresenta algumas razdes para se estudar
analise de algoritmos.
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A selecao de algoritmos eficientes ¢ um objetivo central na Ciéncia da
Computagdao ¢ ¢ um problema de otimizagdo multidimensional, onde uma
dessas dimensoes ¢ a complexidade de algoritmos.

e Resultados da anélise da complexidade ajudam a determinar a estrutura dos
dados.

e Limites inferiores da complexidade do problema nos ddo uma hierarquia
natural baseada nas dificuldades intrinsecas do problema.

e Complexidade de algoritmos ¢ uma teoria matematicamente interessante e
satisfatoria.

Neste item, ainda, sdo enumeradas algumas questdes importantes quanto a
complexidade paralela, das que foram levantadas pelo professor R. Terada durante a VII
Escola de Computacdo, realizada em Sao Paulo no ano de 1990 [TER90].

¢ Quais os fatores que determinam a complexidade de algoritmos paralelos?

e Que tipo de problemas computacionais sdo ou ndo sdao solucionaveis
eficientemente em paralelo?

e Os algoritmos paralelos sdo completamente diferentes dos melhores
algoritmos seqiienciais para o mesmo problema?

e Quais sdo0 as cotas superiores minimas € as cotas inferiores maximas para
complexidade paralela de tempo e de espaco de problemas basicos como:
ordenacdo e operagdes sobre matrizes?

O ensaio das respostas dessas perguntas, encontra-se no livro do professor

Terada da Escola de Computagdo. Aqui, nesse texto, foram feitas algumas
consideragdes iniciais para introduzir € motivar o estudo.

3.2 Nogdes de arquiteturas

Apesar dos sistemas paralelos serem constituidos por varios processadores,
existem varias maneiras diferentes nas quais o hardware pode ser organizado. Deve-se
considerar o tipo e numero de processadores, o tipo de memoria, como estdo
interconectados, seu esquema correspondente de comunicagdo, gerenciamento,
sincronizagdo e operacdes de entrada e saida. Através dessas questdes, podem-se
estabelecer diferentes classificacdes e caracterizagdes de diferentes maquinas.

Entre as diferentes classificagdes de maquinas, nenhuma atingiu tamanha
notoriedade quanto a proposta por Flynn [FLY72]. Em 1966, Flynn propds uma
classificagdo das arquiteturas em quatro categorias de maquinas conforme a
multiplicidade do fluxo de dados e de instrugdes. Por ser bastante simples, essa
classificacdo ¢ a mais aceita pela comunidade cientifica. Segundo Flynn, o ponto
principal do processo de um computador € a execucdo de um conjunto de instrucdes
sobre um conjunto de dados.

A palavra fluxo é empregada para descrever uma seqiiéncia de instrucdes ou de
dados, executada num unico processador. Portanto, um fluxo de instrugdes ¢ uma
seqiiéncia de instru¢des executadas por uma maquina, enquanto que um fluxo de dados
¢ uma seqiiéncia de dados (de entrada, de resultados parciais ou intermedidrios)
utilizados pelo fluxo de instrugdes. A classificagdo proposta por Flynn leva em conta a
forma pela qual ¢ executada uma instru¢@o em um conjunto de dados, ou seja:

e SISD - Single Instruction stream Single Data stream;

e SIMD - Single Instruction stream Multiple Data stream;

e MISD - Multiple Instruction stream Single Data stream;

e MIMD - Multiple Instruction stream Multiple Data stream.
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A categoria SISD tem fluxo de instru¢do e de dados unicos. Sdo maquinas
baseadas nos principios de Von Neumann. As instrugdes sdo executadas
seqiiencialmente, mas podem ser sobrepostas nos seus estagios de execu¢do. Exemplos
sd0 maquinas pipeline.

A categoria SIMD tem um tnico fluxo de instru¢des com varios fluxos de dados.
Correspondem aos processadores matriciais (array), paralelos e associativos, também
chamados de arranjos paralelos e associativos. Nesse tipo de arquitetura, varios
elementos de processamento sdo supervisionados por uma unica unidade de controle
que encaminhard a mesma instru¢do para execu¢ao nos elementos sobre seus dados.
Nessas arquiteturas, portanto, uma Unica operagdo ¢ executada simultaneamente por
diversos elementos de processadores sobre dados distintos. A memoria pode ser
dividida em moédulos vinculados a cada elemento de processamento ou entdo ser de
acesso global. Exemplos sdo maquinas matriciais.

A categoria MISD caracteriza-se por ter multiplos fluxos de instru¢des e um
unico fluxo de dados. Esse tipo de arquitetura ndo existe na pratica, mas corresponderia
a uma maquina que possuisse varios elementos de processamento recebendo instrugdes
distintas de varias unidades de controle, que processariam o mesmo fluxo de dados.

A categoria MIMD caracteriza-se por ter multiplos fluxos de instrugdes com
multiplos fluxos de dados. Nessa arquitetura, cada unidade de controle possui sua
unidade de processamento, executando instrugdes sobre um conjunto de dados de forma
independente. Sao maquinas capazes de executar simultaneamente diversas instrucoes,
sobre dados distintos. A maioria dos sistemas multiprocessadores sdo desse tipo. A
interagdo ou comunicagdo entre os processadores ¢ obtida através da memoria global ou
através de um sistema de memorias gerenciado por um Unico sistema operacional.

A classe das maquinas MIMD pode ser subdividida em varias subclasses de
acordo com outras caracteristicas. Por exemplo, pode-se considerar o tipo de acesso a
memoria, se ela ¢ compartilhada ou ndo. Maquinas com memoria compartilhada sdo
usualmente conhecidas como multiprocessadores. Maquinas que ndao t€ém memoria
compartilhada sdo ditas, algumas vezes, multicomputadores. A diferenca essencial entre
elas ¢ que em um multiprocessador existe um unico espaco de enderecamento virtual o
qual é compartilhado por todos processadores. Ja nos multicomputadores, cada maquina
tem sua propria memoria.

Outra caracteristica a ser considerada na classificacdo das maquinas MIMD ¢ o
acoplamento. Acoplamento diz respeito ao tempo de espera de uma mensagem passada
por outro computador ¢ a taxa de transferéncia. As maquinas podem ser fortemente
acopladas ou fracamente acopladas:

e fortemente acopladas. O tempo de espera de uma mensagem enviada por
outro computador ¢ pequeno e a taxa de transferéncia de dados ¢ alta, ou seja
o numero de bits por segundo que podem ser transferidos € grande;
geralmente, essas maquinas sdo Uteis em sistemas paralelos;

e fracamente acoplados. O tempo de espera para ser lida uma mensagem
enviada por outro computador ¢ grande e a taxa de transferéncia de dados é
baixa; geralmente sdo Uteis em sistemas distribuidos.

Em geral, multiprocessadores tendem a ser mais fortemente acoplados do que
multicomputadores, uma vez que devem modificar dados em memorias de alta
velocidade.

Em maquinas com memoria compartilhada, existem varios processadores
podendo acessar um unico espago de memoria, ou seja, os processadores compartilham
a mesma memoria. Nesse tipo de maquina, o sistema operacional sera executado em
apenas um processador, o acesso a dispositivos de entrada e saida pode ser feito por
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todos os processadores ou somente por alguns, esse tipo de memoria ¢ encontrado em
multiprocessadores. Os multiprocessadores tém como ponto positivo a facilidade de
programacao, pois a comunicacdo entre eles € feita através de memoria compartilhada, e
a forma como ¢ implementado esse compartilhamento ¢ transparente para os
processadores. Algumas das dificuldades dos multiprocessadores sdo: a complexidade
do hardware, a dificuldade de escalabilidade e a redugdo de desempenho devido a
contengao dos processadores.

Apesar de compartilhar um tnico espaco de enderecamento, a memoria, em um
multiprocessador, pode se encontrar centralizada ou distribuida entre os diversos
processadores. Quando a memoria compartilhada ¢ centralizada, diz-se que ¢ uma
maquina de acesso uniforme a memoria (UMA — Uniform Memory Access). Quando a
memoria compartilhada € distribuida entre os diversos processadores, diz-se que € uma
maquina de acesso ndo uniforme a memoria (NUMA — Non-Uniform Memory Access).
Em outra organizacdo de memoria, o espago de enderecamento ¢ dividido em linhas de
cache (com boa capacidade de armazenamento) e as linhas podem migrar entre os
diversos processadores, ndo estando associadas a um processador especifico (COMA —
Cache Only Memory Access ).

Existe uma diversidade muito grande de multicomputadores, caracterizados pela
topologia, pelos esquemas de chaveamento e pelos algoritmos de roteamento utilizados,
o que dificulta a criacdo de uma taxonomia. Tanenbaum [TANO9S5] classifica os
multicomputadores em Processadores Massivamente Paralelos (MPPs — Massively
Parallel Processors) e clusters de Estacdes de Trabalho (COW — Clusters of
Workstations). Além dos clusters de estagdes de trabalhos citados na taxonomia de
Tanembaum, também existem os clusters de PCs.

3.3 Complexidade de problemas e algoritmos

O objetivo da analise de algoritmos é: "dado um algoritmo, melhora-lo, ou
escolher o melhor dentre dados algoritmos, segundo os critérios de correcdo, quantidade
de trabalho, quantidade de espago disponivel, simplicidade e otimalidade" [TOS2001].
Complexidade de um algoritmo ¢ o esfor¢o, a quantidade de trabalho despendido em
sua execucdo. As principais medidas de complexidade de algoritmos seqiienciais sdo
tempo e espacgo, relacionadas a velocidade e quantidade de memoria, respectivamente.
A complexidade ¢ determinada com base em operagdes basicas e no tamanho da
entrada. Ambos devem ser apropriados ao algoritmo e ao problema.

Para o céalculo de complexidade, pode-se medir o nimero de segundos num
computador especifico ou medir o nimero de passos de execugdo num modelo
matematico. A complexidade experimental (medir o tempo de execucdo requerido para
a solucdo de um problema particular) costuma depender de detalhes de implementagdo,
variando de maquina a maquina. No modelo matematico, os passos de execucao de um
algoritmo sdo estimados pelo nimero de operacdes basicas requeridas pelo algoritmo
em funcdo do tamanho da entrada. Esses sdo dois extremos, onde os resultados podem
diferir por mais do que um simples fator de escala. As fungdes de complexidade sdo
descritas por classes de comportamentos assintdticos polinomiais (constante, log n, n, n

2 3 - . .. . .
log n, n*, n’, ...) e ndo polinomiais (exponencial: 2", 3", ..., x" ou fatorial).

3.3.1 Complexidade de algoritmos

A quantidade de trabalho requerido por um algoritmo, na sua execu¢do, nao pode
ser descrita simplesmente por um numero, porque o numero de operagdes basicas
efetuadas, em geral, ndo ¢ o mesmo para qualquer entrada (depende do tamanho da
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entrada). Por exemplo, numa inversdo de matrizes, o numero de operacdes (de adicdo e
multiplicagdo) varia com a dimensdo da matriz, ou na classificacdo de uma lista
depende do nimero de elementos da lista e do tipo de entrada, pois mesmo para
entradas do mesmo tamanho, o nimero de operagdes efetuadas pelo algoritmo pode
depender da entrada particular. Para classificar uma lista quase ordenada, pode ndo ser
necessario o mesmo esforgo que para classificar uma lista de mesmo tamanho, mas com
os elementos em grande desordem. A expressao “quantidade de recurso requerido”
também ¢ chamada complexidade do algoritmo. A complexidade depende da entrada
particular, sendo os principais critérios o pior caso € o caso médio.

o  Complexidade no pior caso. A complexidade é tomada como a maxima para

qualquer entrada de um dado "tamanho".

o Complexidade Média. A complexidade leva em conta a probabilidade de

ocorréncia de cada entrada de um mesmo "tamanho".

Quando se sabe apenas a complexidade média de um algoritmo, ndo se sabe nada
sobre o seu caso especifico. Mas se a complexidade do pior caso ¢ conhecida, sabe-se
que no maximo o seu caso tem a complexidade do pior caso.

A complexidade assintdtica da o desempenho para entradas de tamanho grande.
As principais notagdes de comportamento assintotico ddo limites superior - notacdo
O (cota assintdtica superior), inferior - notagdo €2 (cota assintotica inferior) e exato -
notacdo O (limite assintotico exato), a menos de constantes multiplicativas. O
comportamento assintdtico de um algoritmo ¢ o mais procurado, ja que, para um
volume grande de dados, a complexidade torna-se mais importante. O algoritmo
assintoticamente mais eficiente ¢ melhor para todas as entradas, exceto para entradas
relativamente pequenas. Assim, o calculo da complexidade se concentra em determinar
a ordem de magnitude do nimero de operagdes basicas na execucao do algoritmo.

3.3.2 Complexidade de problemas

O mais importante questionamento sobre um problema ¢ a sua computabilidade,
isto €, se ele pode ser resolvido mecanicamente (por um algoritmo). Para identificar e
definir questionamentos como esse, surgiram varios formalismos e maquinas abstratas.
Entre esses, o mais interessante ¢ a Maquina de Turing. A Méquina de Turing tornou-se
a mais utilizada defini¢do de algoritmo e, assim, deu precisdo a definicdo de computdivel
- um problema é computavel se ¢ resolvivel em uma Méquina de Turing.

Quando se acrescenta a computabilidade uma propriedade de eficiéncia, isto &,
além de um algoritmo que resolva o problema, quer-se um algoritmo eficiente (uma
defini¢ao aceitdvel para eficiente ¢ “cuja complexidade seja polinomial”), tem-se
também duas classes de problemas: P, a classe de problemas para os quais existe
algoritmo (Maquina de Turing) de ordem polinomial, que resolve o problema; NP, a
classe de problemas para os quais existe algoritmo (Maquina de Turing) de ordem
polinomial, que, dada uma entrada para o problema, verifica (faz a certificacdo) se tem
resposta SIM ou NAO (ou, equivalentemente, tém algoritmo ndo deterministico de
ordem polinomial).

A questao P versus NP surgiu em 1971, com o artigo The complexity of theorem-
proving procedures ([COO71]), e tem sido intensamente estudada. A conjectura que
existe € “P # NP”. A partir dessa conjectura, foi criada toda uma teoria, na qual a figura
principal ¢ a classe NP-Completa.

Neste item, o ponto de referéncia deixara de ser o algoritmo para ser o problema.
O objetivo ¢ estudar as limitagdes dos problemas com respeito a complexidade dos
algoritmos que os resolvem.
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O limite superior de complexidade de um problema refere-se ao melhor
algoritmo conhecido que o resolve. Ja o limite inferior de um problema refere-se a
melhor complexidade possivel. Os problemas tém suas dificuldades, que ndo permitem
o desenvolvimento de algoritmos melhores do que um certo limite de complexidade.
Um limite inferior ¢ um resultado tedrico que determina ndo ser possivel desenvolver
um algoritmo para o problema com complexidade melhor que uma certa funcdo. Essa
funcdo entdo € um limite inferior de complexidade do problema.

A técnica mais simples de calculo de limite inferior ¢ simplesmente contar as
entradas e as saidas produzidas, pois o algoritmo precisa, no minimo, ler a entrada e dar
as saidas. Um limite inferior pode ser obtido sem, entretanto, conhecer-se um algoritmo
que realmente atinja essa complexidade. Nesse caso, o limite inferior conhecido ndo ¢
igual ao limite superior conhecido.

Enquanto houver diferenca entre os limites de complexidade inferior e superior
para um problema, a questdo pode progredir nos dois sentidos: um algoritmo melhor
que o limite superior pode ser desenvolvido, ou um calculo mais apertado da
complexidade minima pode ser alcangado, diminuindo a diferenca entre esses dois
limites. Quando essa diferenca desaparece, a complexidade minima do problema ¢
conhecida. Entdo, a complexidade minima do problema ¢ a melhor complexidade que
um algoritmo que resolve esse problema pode atingir. O problema do célculo da
complexidade, nesse caso, € dito fechado.

Alguns problemas sdo bem comportados e permitem chegar a limites de
complexidade, como o problema de classificacio por comparacdes, para o qual ¢
conhecido o limite de complexidade (n log n). Isso significa que ndo existe algoritmo de
classificagdo, baseado em comparacdes, de complexidade melhor do que O(n log n). Ja
o problema de operagdes entre matrizes ndo ¢ fechado, ou seja, seus limites de
complexidade inferior e superior ndo sdo iguais. Um limite superior para o problema
conhecido & O(n*?"*) atribuido a Pan ([PAN78]). Sabe-se, também, que O(n’) é um
limite inferior, logo € impossivel resolver o problema com complexidade menor do que
essa. Esforcos t€m sido feitos para reduzir esse intervalo.

Historicamente, a expressdo "algoritmo ndo eficiente" ¢ associada a condicdo de
algoritmo de complexidade ndo polinomial, ou simplesmente algoritmo ndo polinomial,
como ¢ mais utilizado. Essa associa¢@o de problema intratavel, algoritmo néo eficiente e
algoritmo ndo polinomial justifica-se, porque um algoritmo com complexidade, por
exemplo, O(2") tem um tempo de execug¢do que cresce tdo rapidamente com n que, para
um n razoavelmente grande, torna-se proibitivo, e o problema que tem esse algoritmo
como melhor op¢ao de solugdo, torna-se intratavel para entradas razoavelmente grandes.
Os algoritmos podem ser, entdo, particionados em duas classes: os razodveis
(polinomiais) e os ndo razodveis (exponenciais).

Um problema ¢ dito tratavel se o limite superior de complexidade ¢ polinomial,
isto €, conhece-se um algoritmo razoavel que o resolve. Um problema ¢ dito intratdavel
se o limite superior de complexidade ¢ exponencial. H4 os problemas cuja resposta ¢ tdo
longa, que se precisa de um tempo exponencial para descrevé-la. Mas, nesse caso,
costuma-se dizer que o problema ndo estda bem posto, isto ¢, ndo estd definido
realisticamente.

Os chamados problemas NP-completos sdo problemas que t€ém a questdo da
complexidade ou tratabilidade ndo resolvida, pois ndo se sabe se existe ou ndo
algoritmo polinomial que o resolva. Essa ¢ uma das questdes do século e vale um
milhdo de dolares.

O fato de um problema NP-completo qualquer ter um algoritmo polinomial que o
resolva implicar que todos os outros (milhares de problemas NP-completos) também
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possuam algoritmo polinomial que os resolva e nenhum algoritmo polinomial para eles
ter sido desenvolvido até o momento ¢ uma evidéncia de que esses algoritmos ndo
existem. Portanto, os problemas NP-completos seriam intrataveis. Essas circunstancias
tornam o conhecimento dos conceitos de NP-Completude e os procedimentos de
reconhecimento da pertinéncia de um problema nessa classe um requisito fundamental
na formagdo de um profissional da area da Computagao.

Os problemas estao classificados segundo sua complexidade, localizados em
varias classes possiveis. As principais classes, considerando algoritmos seqiienciais sdo

P, NP, NP-completa. Considerando algoritmos paralelos, existem as classes NC* e NC.

3.3.2.1 Classes P, NP, NP-completa

Um algoritmo é polinomial (de complexidade de tempo polinomial) se ¢ O(p(n)),
onde p ¢ um polindmio, e n representa o tamanho da entrada. Se um algoritmo nao ¢
polinomial, diz-se que € exponencial (mesmo que sua complexidade ndo esteja na forma
usualmente chamada como fun¢do exponencial).

Um problema de decisdo ¢ dito P se pode ser resolvido deterministicamente em
tempo polinomial, e NP se pode ser resolvido ndo deterministicamente em tempo
polinomial. Outra forma de se definir a classe NP é como a classe de problemas que
podem ser certificados em tempo polinomial, isto é, problemas que possuem algoritmo
deterministico tal que, dada uma entrada x e uma candidata a solugdo y, € verificavel em
tempo polinomial se y € solug@o para a entrada x.

Assim, intuitivamente, P ¢ a classe dos problemas que podem ser resolvidos
eficientemente, ¢ NP ¢é a classe dos problemas que podem ser -certificados
eficientemente. Os problemas de NP possuem algoritmos deterministicos de ordem
exponencial.

Se Ile NP, entdo existe um polindmio p tal que IT pode ser resolvido por
algoritmo deterministico de complexidade O(2°™). (Em [TOS2001, GAR69] encontra-
se a demonstracdo). Esse resultado permite concluir que qualquer problema NP-
completo tem solucdo paralela de ordem polinomial com 2r processadores.

E comum, no processo de solugdo de um problema IT, reduzi-lo a outro problema
IT', o que significa: dada uma instancia de I1, construir uma instancia de IT', tal que a
solugdo da instancia de IT determine a solucdo da instancia de IT' correspondente. Se a
redu¢do ¢ computdvel em tempo polinomial ¢ chamada de redugdo polinomial (<). Um
problema IT ¢ dito NP-completo se Il € NP e, para qualquer outro IT' € NP, IT' o< I1.
Assim, identificam-se como NP-completos os problemas mais dificeis entre os
problemas de NP.

3.3.2.2 ClassesNC* eNC

Para caracterizar problemas mais promissores de possuirem boas solucdes
paralelas é necessario usar um modelo de maquina paralela. Existem muitos modelos de
maquinas paralelas, desde os mais simples aos mais sofisticados. Bovet e Crescenzi
[BOV93], a fim de fazer uma avaliagdo dos varios modelos, definiram uma condigdo
que chamaram Tese da Computagdo Paralela, que dado um modelo M, ele satisfaz a
Tese se existem polindmios p e ¢ tais que: P-TIME[f{n)] < DSPACE[p(f(n))] e
DSPACE[g(n)] < P-TIME[g(g(n))], onde P-TIME[f(n)] ¢ a classe das linguagens
decididas no modelo M num tempo O(f(n)) e DSPACE(g(n)) como a classe das
linguagens decididas deterministicamente no modelo M, usando um espago O(g(n)).

Muitos modelos ndo satisfazem a Tese da Computagcdo Paralela, entretanto,
segundo [BOV93], a satisfacdo da tese ¢ uma garantia de que o modelo de maquina
paralela considerado ¢ razodvel. Dois modelos que satisfazem essa tese sdo: Circuitos
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de fungodes booleanas e PRAM. Nos Circuitos de fungdes booleanas, a complexidade (c)
¢ medida pelo numero de portas SIZE(c) e pelo comprimento do maior caminho de uma
porta de entrada a uma porta de saida, DEPTH(c). Como cada porta tem no maximo duas
saidas, SIZE(c) < 2P*™©,_ Para uma fung¢éo booleana f, SIZE; ¢ definida por:

SIZEr = min{q/ ¢ que computa f tal que SIZE(c) = q}.

Isto é o minimo entre o nimero de portas de todos os circuitos que computam f.
Uma familia de circuitos C = { ¢,/ n >1} ¢ dita uniformemente construida se para todo
n o circuito ¢, pode facilmente ser determinado. A nocdo de “fdcil” afeta a
complexidade da classe, pois se a condicdo de uniformidade ¢ muito fraca, a teoria
torna-se trivial, pois o poder de computacdo fica na construgdo do circuito ao invés de
no circuito. O contrario, condi¢do de uniformidade forte demais estabelece uma relagdo
impossivel entre a familia de circuitos e os computadores paralelos reais. A nogdo de
“facil” que parece adequada ¢ “circuitos projetados em um espago de trabalho
constante”.

Dadas essas definigdes, pode-se agora definir, a partir da complexidade das
familias uniformes de circuitos, a classe de problemas NC.

NC=|J NC*
k>1

onde NC¥ ¢ a classe das linguagens L para as quais existe uma familia uniforme de
circuitos C = { ¢, /n > 1} e uma constante 4 tal que:

e (CdecideL;
e SIZE(n) ¢ O(n") ( SIZE(n) = SIZE(c,) )
e DEPTH.n) ¢ O(logk(n)) ( DEPTH(n) = DEPTH(c,) )

As classes NC's foram definidas inicialmente por Pippner em [PIP79], como a
classe das linguagens decididas por Méquina de Turing deterministica em tempo
polinomial, tal que o nimero de vezes que o cabecote troca de dire¢do ¢ logaritmico.
Portanto, NC < P e conjectura-se que P # NC.

Da mesma forma define-se FNCX e FNC como as classes de fungdes
computaveis satisfazendo: SIZE ¢ (n) ¢é O(nh) e DEPTH; (n) ¢ O(logk(n) ), isto &,
complexidade logaritmicamente polinomial em profundidade e polinomial no tamanho
para familias de circuito uniforme.

Exemplos de problemas em NC sdo: classificacio estd em NC', tem O(log n)
com n’ processadores; produto de matrizes quadradas estd em NC', tem O(log n) com n

processadores; menor caminho num grafo esta em NCz, tem O(log2 n) com n
processadores; potenciacdo de matrizes quadradas estd em NC2, tem O(Zog2 n) com
(n’/2) processadores e a inversdo de matrizes esta entre NC Ve NC?.

3.3.3 Medidas de complexidade de algoritmos par alelos

As principais medidas de complexidade sobre os quais o desempenho de
algoritmos seqiienciais ¢ medido sdo o tempo e o espaco. Seguindo uma analogia a
esses recursos para avaliagdo do desempenho de algoritmos paralelos, pode-se verificar
que o tempo permanece como o principal recurso no processamento paralelo, s6 que
agora ele depende ndo somente da complexidade das operagdes computacionais, mas
também da complexidade do gerenciamento das operacdes criadas pela comunicagao,
sincronizagdo e restrigoes de acesso aos dados. O desempenho medido quanto ao espago
depende da quantidade de memoria de que o algoritmo necessita.

Em computadores paralelos, esse fator memoria ¢ de menor importancia, pois o
tamanho do hardware, que € o nimero de elementos de uma maquina paralela que sdo
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ativados durante a computagdo, representa o recurso mais importante nas consideracdes
sobre o desempenho do programa.

Quando um novo algoritmo esta sendo projetado, ¢ usual avalia-lo segundo alguns
critérios como: tempo de execug¢do, nuimero de processadores usados e custo.
Juntamente com essas medidas padrdo, um numero de outras medidas de tecnologia sdo
algumas vezes utilizadas, quando se sabe que um algoritmo sera executado em um
computador com uma tecnologia particular.

3.3.3.1 Tempo de execucgéo

O tempo de execugdo de um algoritmo seqiiencial ¢ estimado pelo nimero de
operacdes basicas requeridas pelo algoritmo como uma fungdo do tamanho da entrada.
A operacdo basica e seu custo sdo expressos por uma fun¢do do tamanho da palavra dos
dados envolvidos: esses dependerdo do problema especifico a ser resolvido e do modelo
de computagdo utilizado. Em geral, operacdes basicas sdo tomadas como sendo:
unidade de tempo de um acesso a memoria para leitura ou escrita; operagdes aritméticas
e logicas elementares (adicdo, subtragdo, comparagdo, multiplicagdo de dois nimeros e
o célculo das operagoes logicas e e ou entre duas palavras).

Uma vez que velocidade de computacdo aparece como sendo a principal razdo, a
principal questdo na construgdo de computadores paralelos, a medida mais importante
na avaliacdo de algoritmos paralelos €, portanto, o tempo de execugdo. Ele ¢ definido
como o tempo absorvido por um algoritmo para resolver um problema em um
computador paralelo, isto ¢, o tempo desde o momento que o algoritmo inicia até o
momento que ele termina. Se os varios processadores ndo iniciam e nem terminam
juntos, entdo o tempo de execucao ¢ igual ao intervalo de tempo entre 0 momento do
primeiro processo iniciar a computacdo até que o ultimo processo termine a
computacdo. Kung (em [KUN76]) definiu o tempo absorvido por um programa paralelo,
como o intervalo de tempo do processo em um programa que termina por ultimo, onde
o intervalo de tempo do processo ¢ calculado como a soma de trés quantidades:

e tempo de processamento basico, o qual ¢ a soma dos tempos absorvidos pelos

seus estagios;

e tempo bloqueado, o qual é o tempo total que o programa ¢ bloqueado até o
final do estagio devido a espera de dados na sincronizacdo do algoritmo ou de
espera para entrada numa secdo critica de um algoritmo assincrono;

e tempo de execugdo do gerenciamento da sincronizagdo, a qual ¢ feita através
de operagdes primitivas de sincronizacao ¢ de implementagao e acesso a regioes
criticas.

Em processamento paralelo, o objetivo do menor tempo de execucdo ndo é,
necessariamente, sinonimo de realizar o0 menor nimero de operagdes aritméticas como
em processamento seqiiencial, pois pode haver um niimero maior de operagdes, as quais
podem ser executadas simultaneamente. Em alguns casos, uma medida util de
desempenho para processamento paralelo pode ser o parametro, o qual é inversamente
proporcional ao tempo de processamento, isto €, o tempo durante o qual unidades do
computador (aritméticas e logicas) sdo utilizadas por um programa, estdo engajadas
durante a execucgdo do programa.

Antes de implementar um algoritmo (seqiiencial ou paralelo) em um
computador, ¢ bom fazer uma andlise tedrica do tempo necessario para resolver o
problema computacional em questdo. Isso ¢ geralmente feito pela contagem do numero
de operacgdes basicas ou passos executados pelo algoritmo no caso pessimista. Isso leva
a uma expressdo que descreve o numero de passos como uma fungdo do tamanho da
entrada.
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O tempo de execucdo de um algoritmo paralelo é, geralmente, obtido pela
contagem de dois tipos de passos: passos computacionais e passos de envio. Um passo
computacional consiste de uma operacdo aritmética ou logica realizada sobre um dado
por um processador. Por outro lado, em um passo de envio, um dado vai de um
processador para outro através da memoria compartilhada ou através da rede de
comunicag¢do. O tempo de execucdo ¢ também uma func¢do do numero de processadores.
Geralmente, passos computacionais € passos de envio ndo requerem, necessariamente, o
mesmo numero de unidades de tempo. Um passo de envio depende da distincia entre os
processadores.

Dado um problema computacional para o qual um novo algoritmo seqiiencial
tenha sido projetado, ¢ comum entre projetistas de algoritmos questionar qual o
algoritmo ¢ o mais rapido possivel para problemas e, caso nao o seja, como compara-lo
com os demais algoritmos ja existentes para o problema.

Sabe-se, por exemplo, que ao computar o produto de duas matrizes nxn, a matriz
resultante tem n° elementos; para isso, muitos passos sio necessarios para se produzir o
resultado, ndo se sabe a complexidade minima. Ja o problema de classificagdo tem
complexidade minima conhecida O(n log n).

A mesma idéia geral de cotas se aplica a algoritmos paralelos, mas se tem que
adicionar dois fatores: 0 modelo de computacdo paralela e o nimero de processadores
envolvidos.

Na avaliacdo de algoritmos paralelos para um dado problema, ¢ bastante natural
ter-se uma comparagdo em termos do melhor algoritmo seqiiencial disponivel. Entao,
uma boa indicacdo da qualidade de um algoritmo paralelo é o speedup. Ele foi definido
como o quociente do tempo de execu¢cdo do mais rapido algoritmo seqiiencial para o
problema, no pior caso, pelo tempo do algoritmo paralelo, também no pior caso.

Suponha que se conhega um algoritmo seqiiencial para dado um problema que
seja o mais rapido possivel. Idealisticamente, espera-se ter o melhor speedup, quando se
resolve tal problema utilizando processadores operando em paralelo. Na pratica, tal
speedup nao € obtido, pois ndo ¢ sempre possivel decompor o problema em p processos,
onde cada um requeira //p do tempo necessario por um processador resolver o problema
original e, na maioria dos casos, a estrutura do computador paralelo utilizada para
resolver o problema, geralmente impde restricdes que faz com que o tempo de execugdo
desejado seja inalcangavel.

Outra questdo ¢ diferenciar a medida teodrica e a medida pratica de tempo de
processamento. A medida tedrica conta o numero de passos para a resolugdo do
problema. A medida pratica leva em conta o numero de processadores, a divisdo do
problema em tarefas que podem ser executadas em paralelo, o tempo de espera dos
processadores € o tempo de gerenciamento do sincronismo dos processos.

3.3.3.2 NUmer o de processador es

O numero de processadores disponiveis ¢ limitado, portanto ¢ preciso usa-lo
eficientemente. Na pratica, tem-se um namero fixo de processadores disponiveis e o
objetivo ¢ desenvolver um algoritmo paralelo que minimize o tempo de execugdo.
Ainda ¢ desejavel um algoritmo que se adapte ao nimero de processadores disponiveis
no momento e que sua eficiéncia ndo sofra uma diminuicao significativa com uma perda
ndo significativa no nlimero de processadores.

O tamanho do hardware, o nimero de elementos da maquina paralela os quais
estdo ativos durante o processamento, representa o principal recurso a ser tomado nas
consideracdes de desempenho do programa. Exemplos sdo: em processadores
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matriciais, o nimero de processadores envolvidos na computacdo; em maquina vetorial,
a soma dos tamanhos dos vetores.

3.3.3.3 Complexidade de comunicacdo

Uma simples troca de dados entre processadores €, em geral, mais demorada que
a execucdo de uma operacdo. A distancia entre os processadores que se comunicam ¢
um fator consideravel no tempo de comunicagdo e, portanto, ¢ importante minimizar a
comunicagdo entre processadores e coloca-los no espaco de forma eficiente.

3.3.3.4 Custo

O custo de um algoritmo paralelo ¢ definido como o produto de duas
quantidades, ou seja, o produto do tempo de execucdo paralelo pelo numero de
processadores utilizados. Isso significa que o custo é igual ao niimero de passos
executados coletivamente por todos processadores na solugdo de um problema no pior
caso. Essa definicdo assume que todos processadores executam o mesmo numero de
passos.

Assume-se que o limite inferior ¢ conhecido como o numero de operagdes
seqlienciais requeridas, no pior caso, para resolver o problema. Se o custo de um
algoritmo paralelo para o problema atingir o limite inferior com um fator de uma
constante multiplicativa, entdo o algoritmo ¢ dito ser de custo 6timo. Isso € porque
qualquer algoritmo paralelo pode ser simulado por um algoritmo seqiiencial. Se o
numero total de passos executados durante uma simulacdo seqiiencial for igual ao limite
inferior, entdo isso significa que, em termos de custo, esse algoritmo paralelo ndo pode
proporcionar, com sua execu¢do, o menor numero de passos possiveis. Isso pode ser
possivel se para reduzir o tempo de execucdo do custo 6timo do algoritmo paralelo
forem utilizados mais processadores.

Um algoritmo paralelo ndo tem custo 6timo se existe um algoritmo seqiiencial
que possui tempo de execugdo menor que o custo do algoritmo paralelo.

Uma implementacdo paralela de um algoritmo para resolver um problema de
tamanho n ¢ dito consistente se o nimero de operagdes elementares requeridas por essa
implementagao for da mesma ordem de magnitude da fun¢ao que expressa a quantidade
necessaria para sua implementagdo em um computador seqiiencial.

3.4 Programacao paralela

O paralelismo pode ser implicito ou explicito. O paralelismo implicito € tido
como aquele que ¢ inerente ao proprio programa. Esse tipo de paralelismo, geralmente,
¢ identificado pelo sistema operacional. Portanto, cabe ao sistema operacional fazer a
analise de dependéncias, visando identificar partes ou pedacos do programa que podem
ser processados a0 mesmo tempo, ou seja, podem ser paralelizados. A independéncia ¢
dada pela necessidade de acesso exclusivo aos dados.

O paralelismo explicito pode aparecer em trés formas:

o Paralelismo através de dados (data paralellism) - muito comum em
arquiteturas matriciais, onde uma unica instrucdo ¢ executada por varios
elementos processadores sobre diversos fluxos de dados;

e Paralelismo por troca de mensagens (message passing) - sdo encontrados em
arquiteturas de multiprocessadores, onde varios processadores estao
envolvidos na execu¢do do programa, sendo necessario que se comuniquem.
Nesses casos a maior parte do processamento ¢ local, mas ha uma pequena
parte do processamento que consiste em troca de informagao;



80 ERAD 2002 - Sdo Leopoldo, 15-19/jan/2002.

e Paralelismo através de variaveis comuns - também encontrado em
arquiteturas de multiprocessadores, onde a comunicacdo se faz através de
varidveis comuns (memoria global), as quais substituem mecanismos de
comunicacdo, onde os processos trocam de informagdo através de acessos a
memoria, 0 que proporciona uma comunicagao rapida.

3.4.1 Programacao par alela com memoéria compartilhada

O modelo de memoria compartilhada, baseado em variaveis comuns, ¢ uma
extensdo natural do modelo seqiiencial, diferenciando-se por ter varios processadores
que tém acesso a uma uUnica unidade de memoria, compartilhada por todos.
Formalmente, o modelo consiste de um niumero de processadores, cada um deles com
sua propria memoria local, que pode executar seu programa. Toda comunicagdo ¢ feita
pela troca de dados através da memoria global compartilhada. Cada processador ¢
unicamente identificado por um indice, chamado de numero ou identificador do
processador, anotado por ID, o qual ¢ disponibilizado localmente. A fig. 3.1 fornece
uma visdo geral desse modelo com p processadores. Os processadores sdo identificados
pelos indices 1, 2,..., p.

P, P, P

vy v

Memoria Compartilhada

k=1

Figura 3.1: Modelo de meméria compartilhada.

Existem dois modos basicos de operagdo no modelo de memoria compartilhada,
que sdo sincrono e assincrono. No primeiro, chamado de sincrono, todos os
processadores operam sincronizadamente sob o controle de um relégio comum. A
nomenclatura padrdo para esse modelo de memoria sincronizada € PRAM (Parallel
Random-Access Machine).

No segundo, chamado de assincrono, cada processador opera sob um relogio
separado. No modo de operagdo assincrono, fica a cargo do programador a defini¢do de
pontos de sincronizagdo, quando necessario. Se um dado necessita ser acessado por um
processador, o programador se encarrega de garantir que os valores corretos serdo
obtidos. Assim, o valor da varidvel compartilhada ¢ determinado dinamicamente
durante a execu¢ao dos programas dos diferentes processadores.

Uma vez que cada processador pode executar seu proprio programa, esse modelo
de memoria compartilhada ¢ do tipo MIMD. Cada processador pode executar uma
instrugcdo, ou operar com dados diferentes dos demais, ou operar junto com outro
processador durante qualquer unidade de tempo.

Para se ter o algoritmo, o tamanho dos dados transferidos entre a memoria
compartilhada e as memorias locais dos diferentes processadores representa a
quantidade de comunicagdo requerida pelo algoritmo. Deve-se ter comandos que
permitam mover um bloco de dados da memodria global para a memoria local e que
escrevam um dado local na variavel compartilhada da memoria global. Deve-se ter,
ainda, comandos que permitam a criagdo de regides de acesso exclusivo, as regides
criticas.
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3.4.2 Programacdo paralela por troca de mensagens

Programagdo paralela por troca de mensagens ocorre em maquinas do tipo
multicomputador, onde cada nodo consiste de um processador, de memoria RAM e de
dispositivos de entrada e saida, ou seja, cada nodo ¢ um computador independente.

Nas maquinas com memoria distribuida, cada maquina possui sua memoria
local, ndo sendo acessivel por outras maquinas. Como cada computador s6 pode acessar
sua memoria, a troca de informagdes ¢é efetuada através da rede de interconexdo, a qual
tem um papel de grande importancia quando se pretende ter um bom desempenho.

Uma rede pode ser vista como um grafo descrito pelo conjunto dos nodos ¢ arcos,
ou seja, o grafo G = (N, E), onde cada nodo i € N representa um processador e cada arco
(i, j) € E representa um /ink de comunicagdo de mao-dupla entre os processadores i ¢ j,
como representado na fig. 3.2. E assumido que cada processador tenha sua propria
memoria local e que ndo exista memodria compartilhada. As operagdes podem ser
sincronas ou assincronas.

Memoria Local | < (. ) > | Memoria Local

Figura 3.2: Rede por Grafo.

Na descricdo de algoritmos paralelos por troca de mensagem, sdo necessarias
instrugdes que descrevam a comunicagdo entre processadores. Essas instrucdes
implementam o envio e o recebimento de mensagens.

e FEnvio. Quando um processador P executa a instru¢do de envio, ele esta
enviando uma copia de dados para o processador P;. O processador continua a
execucao de seu programa local ap6s o envio;

e Recebimento. Quando um processador P executa uma instrugdo de
recebimento, ele suspende a execugdo de seu programa até que a informagao seja
recebida do processador P;. Uma vez recebida, ela ¢ armazenada e a execugdo do
programa prossegue.

Nesse método os processadores ndo necessitam ser adjacentes. Podem existir

roteadores, que se encarregam de levar cada mensagem de sua fonte ao seu destino.

O modelo de redes incorpora a topologia de interconexao entre os processadores
em si mesmo. Existem varios pardmetros usados para avaliar a topologia de uma rede
G. Entre eles estdo: didmetro (distdncia maxima entre qualquer par de nodos), grau
maximo de um nodo em G e a conectividade dos nodos e arcos na rede. Exemplos de
topologias de intercomunicagao, sdo:

e array linear de processadores consiste de p processadores Py, Py, ..., Pp,
conectados em um array linear, isso é, o processador Pi estd conectado ao
processador P;_; e ao processador P;.1, se eles existirem;

e array circular ou anel éuma array linear de processadores onde o primeiro e
o ultimo estdo conectados, ou seja, P; e P, estdo diretamente conectados;

e malha bidimensional é uma versdo bidimensional de processadores
interconectados por arrays lineares. Ela consiste de p=m’ processadores,
organizados em uma grade mxm de processadores, de tal forma que o
processador P;; é conectado aos processadores Pixj € P;j+1, quando eles existem;

o malha completamente interconectada (estrela), onde cada processador possui
ligacdes a todos os outros processadores. Nessa topologia os vértices
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representam processadores e as arestas representam a comunicagdo entre 0s

pares de processadores, sdo necessarios p X (p-1) ligagdes;

e |hipercubo tem uma estrutura recursiva. Pode-se estender um cubo d-
dimensional para um cubo (d+/)-dimensional, através da conexdo de
processadores correspondentes de dois cubos d-dimensionais.

As topologias de estrela e anel descrevem as topologias das redes Myrinet e SCI
do cluster do Instituto de Informatica da UFRGS. Sao redes de tecnologias
independentes: a primeira ¢ uma rede interconectada com 6 nodos e a segunda ¢ uma
rede em anel com 4 nodos.

A comunicagdo dessas maquinas através da rede ¢ baseada no uso de bibliotecas
de troca de mensagens, como por exemplo: MPI e DECK. O MPI (Message Passing
Interface) ¢ um modelo de comunicacdo através de troca de mensagens, largamente
utilizado para exploragdo do paralelismo em multicomputadores. Esse modelo ¢
portavel para qualquer arquitetura, tendo aproximadamente 125 primitivas para
programacao ([CNA2001]), entre elas destacam-se:

e primitivas de administragdo - responsaveis por criar grupos, informar aos
processos suas identificacdes e controlar o numero de processos existentes no
grupo em que estao inseridos;

e primitivas de comunica¢do ponto a ponto - TeSponsaveis por envio e
recebimento de mensagens entre dois processos;

e primitivas de comunicag¢do em grupos- responsaveis pela comunicacdo entre
varios processos em um grupo, exemplo ¢ o broadcast, envio de uma
mensagem a todos os processos do grupo.

As primitivas de comunicacdo no MPI podem ser ou ndo bloqueantes (aguardam
que a transferéncia seja completada), com ou sem bufferizacdo (uso de buffer para a
transferéncia da mensagem), o que torna o desenvolvimento de aplicagdo flexivel.
Existem implementagdes do MPI que sao de dominio publico (exemplo: MPICH).

O DECK (Distributed Execution and Communication Kernel) ¢ uma biblioteca
desenvolvida pelo GPPD da UFRGS e tem como vantagens sobre o MPI, a caracteristica
de poder ter varias threads enviando e recebendo mensagens. As primitivas do
comunicacdo do DECK sdo bloqueantes e bufferizadas. O tamanho do buffer ¢
aproximadamente de 1 Megabyte, o que pode implicar no uso de uma politica de troca
de mensagens para evitar a ocorréncia de problemas. Existem primitivas de
administracdo, primitivas de comunicagdo ponto a ponto € em grupos.

3.5 Exemplo do problema de classificacao

A classificacdo ¢ definida como sendo a tarefa de ordenar uma colecdo de
elementos desordenados em uma ordem monoténica crescente ou decrescente.
Especificamente, o problema de classificagdo pode consistir em rearranjar uma
seqiiéncia de n elementos (S = < a;, @y, ..., a,>) em uma ordem arbitraria (crescente ou
decrescente), ordenar um arquivo ou uma base de dados. Na descricdo de muitos
algoritmos de classificacdo existentes na literatura se utiliza o conceito de chaves. Elas
sd0 empregadas para acessar e ordenar bancos de dados. Nesse contexto ordenar um
banco de dados ¢ produzir um arquivo de chaves ordenados segundo algum critério, isso
¢ mais econdmico do que gerar novo banco de dados a cada ordenagdo. A
multiplicidade de solugdes é, em parte, motivada pela ocorréncia desse problema no
processamento de informagdo, em problemas comerciais e cientificos e em
processamento de listas. Exemplos disso sdo listas telefonicas, dicionérios e acessos a
banco de dados.
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Considere o problema de classificar uma lista de » numeros inteiros. Inicialmente,
considere a solucdo por comparagdo e troca, onde a entrada do algoritmo consiste de »
elementos (nimeros inteiros). A solugdo consiste nesses elementos em ordem crescente.
Para tanto, s@o comparados dois elementos, se estiverem fora de ordem eles sdo
trocados entre si. O Algoritmo 3.5.1 apresenta essa solugdo. E facil perceber que o
numero de comparagdes ¢ O(n(n-1)/2) e que no pior caso, quando a lista estiver
ordenada de forma decrescente, serd necessario exatamente esse numero de trocas. O
tamanho da instancia € o nimero de elementos n. Tem-se, entdo, que a complexidade no
pior caso e caso médio é O(n’).

ALGORITMO 3.5.1 - Comparacéo e Troca.
Entrada: O tamanho da lista e a lista de n elementos
Saida: A lista classificada em ordem crescente.
inicio
leia (n);
leia (lista(1:n))
paraj:=n-1 até 1 faca
parai:=1 até j faca
se lista(i) > lista (i+1)
entdo
inicio
Aux:= lista(i+1); lista(i+1):=lista(i); lista(i):= Aux;
fim

fim

Exemplo 3.5.1: Sejan = 8, e a lista a ser ordenada L=<2,8,3,7,9,1,6,5>

i i lista ; > listai Lista_ordenada
=7 |i=1 f <2,8,3,7,91,6,5>
=7 |i=2 v <2,3,8,7,91,6,5>
=7 |i=3 v <2,3,7,891,6,5>
=7 |i=4 f <2,3,7,8,9,1,6,5>
i=7__|i=5 v <2,83,7,1,9,6,5>
=7 |i=6 v <2,83,7,1,6,9,5>
=7 |i=7 v <2,8,3,7,1,6,59>
=6 |i=1 f <2,8,3,7,1,6,59>
=6  |i=2 v <2,3,8,7,1,6,5,9>
j=6  |i=3 v <2,3,7,8,1,6,59>
=6 |i=4 v <2,3,7,1,8,6,59>
j=6  |i=5 v <2,3,7,1,6,8,59>
=6 |i=6 v <2,3,7,1,6,58,9>
=5 [i=1,2 f <2,3,7,1,6,58,9>
=5 |i=3 v <2,3,1,7,6,58,9>
=5 |i=4 v <2,3,1,6,7,58,9>
j=5  |i=5 v <2,3,1,6,57,89>
j=4  |i=1 f <2,3,1,6,57,809>
=4 |i=2 v <2,1,3,6,57,809>
j=4 _|i=3 f <2,1,3,6,57,809>
=4 |i=4 v <2,1,3,5,6,7,809>
=3 |i=t v <1,2,35,6,7,809>
=3 [i=2,3 f <1,2,35,6,7,809>
=2 [i=12 f <1,2,3,5,6,7,809>
=1 |i=L f <1,2,3,5,6,7,89>

Figura 3.3 Computacéo do Algoritmo 3.5.1

O Algoritmo 3.5.2 apresenta o Rank Sort. A idéia geral desse algoritmo ¢ de
comparar cada elemento da lista a ser classificada com todos os outros, fazendo a
contagem de todos os elementos que sdo menores que o elemento que estd sendo
calculado. A complexidade de tempo desse algoritmo seqiiencial também & O(n°).
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ALGORITMO 3.5.2 —Rank Sort Sequencial
Entrada: O tamanho n da lista e seus elementos
Saida: A lista classificada em ordem crescente (lista_ordenada)

inicio

fim
fim

parai=1 até n faca
inicio
contador :=0;
paraj:= 1 até n faca

lista_ordenada[contador] = lista[i];

se (lista[i] > lista[j]) entdo contador:= contador + 1;

O algoritmo envolve trés tarefas principais:

o (Contagem: os elementos sdo particionados em subconjuntos e para cada
elemento o nimero de elementos menores que ele ¢ determinado (em uma
versdo simples do algoritmo ¢ assumido que todos os elementos sao diferentes);

e Rank: a posicdo final do elemento na seqiiéncia ordenada ¢ determinado pela
soma das comparacdes verdadeiras obtida na fase de contagem,;

e Reorganiza¢do dos Dados: cada elemento ¢ colocado na sua posicdo final
determinada pelo seu rank.

Exemplo 3.5.2: Sejam n = 4 e a lista L =< 4, 2, 3, 1 > A computac¢do do
Algoritmo 3.5.2, é apresentada pela fig. 3.4. para uma entrada com quatro elementos. A
seguir sera apresentada a computagdo desse algoritmo para a lista com oito elementos,
apresentada no Exemplo 3.5.1.

i=1

i=2

i=3

i=4

lista_ordenada[contador] = lista[1];

lista_ordenada[contador] = lista[2];

lista_ordenada[contador] = lista[3];

ji=1 lista[4]=1 = lista[1]=4 - contador = 0
j=2 lista[4]=1 > lista[2]=2 - contador =0
j=3 lista[4]=1 > lista[3]=3 - contador =0
j=4 lista[4]=1 > lista[4]=1 - contador = 1

lista_ordenada[contador] = lista[4];
lista_ordenada=<1, 2, 3,4 >.

1 lista[1]=4 > lista[1]=4 = contador = 1
2 lista[1]=4 > lista[2]=2 - contador = 2
3 lista[1]=4 > lista[3]=3 - contador = 3
4 lista[1]=4 > lista[4]=1 - contador = 4

lista[2]=2 > lista[1]=4 = contador =0
lista[2]=2 > lista[2]=2 - contador = 1
lista[2]=2 > lista[3]=3 - contador = 1
lista[2]=2 > lista[4]=1 - contador = 2

o omnn
A OWN PR

1 lista[3]=3 > lista[1]=4 - contador =0
2 lista[3]=3 > lista[2]=2 - contador = 1
3 lista[3]=3 > lista[3]=3 - contador = 2

lista[3]=3 > lista[4]=1 - contador = 3

Figura 3.4 Computacéo do Algoritmo 3.5.2

Exemplo 3.5.3 Sejamn = 8 e a lista A=<2,8,3,7,9, 1, 6, 5>. A computacao
do Algoritmo 3.5.2 para essa lista € apresentada a seguir:
Contagem: comparagdo de um dado elemento (lado esquerdo) com cada um dos

outros elementos:
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i=1 22 | 28 2:3 2.7 2:9 21 | 26 | 25
i=2 82 | 88 | 83 | 87 | 89 | 81 | 86 | 85
i=3 32 | 38 | 33 | 37 | 39 | 31 | 36 | 35
i=4 7:2 7:8 73 | 77 79 71 | 76 | 75
1=5 92 | 98 | 93 | 97 | 99 | 91 | 96 | 95
i=6 1:2 1:8 1:3 1.7 1:9 11 1:6 1:5
i=7 6:2 | 6:8 | 63 | 6:7 | 619 | 61 | 6:6 | 6:5
i=8 52 | 58 | 53 | 57 5:9 51 | 56 | 55
e Rank: determina a posicdo final de cada elemento (armazenado no contador):
1 0 0 0 0 1 0 0 2
1 1 1 1 0 1 1 1 7
1 0 1 0 0 1 0 0 3
1 0 1 1 0 1 1 1 5
1 1 1 1 1 1 1 1 8
0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 1 1 5
1 0 1 0 0 1 0 1 4
e Reorganiza¢do dos dados: o rank determina a posi¢do do elemento na lista ordenada

AC2 =12

AT =138

AC3) =13

ACB =7

AC8 =109

ACY) =11

A5 =16

A( 4) = 5

e |istaordenadaA=<1,2,3,56,7,8,9>

Considere, agora, o algoritmo mergesort (Algoritmo 3.5.3). Para se classificar
uma lista A =< ay, ay, ..., a,> por intercalagdo, divide-se a lista A em duas sublistas L, e
L,, tendo L; aproximadamente a metade dos elementos ¢ L, a outra metade, ou seja,
aproximadamente com o mesmo numero de elementos (principio da equiparacao).
Li=<ay, ay, ..., a& ¢ Ly = < ayq,..., ay>, onde k € o menor inteiro que contém a metade
da lista. Em seguida, as listas L; e L, sdo classificadas separadamente. Essa
classificagdo pode ser obtida, reaplicando o algoritmo mergesort nas duas listas e, assim
sucessivamente, até que se tenham listas suficientemente pequenas, para que sejam
ordenadas diretamente. Obtém-se, portanto, duas sublistas ordenadas L'} e L', Essas
solugdes parciais devem, entdo, ser intercaladas para se obter a solucdo final, que pode
ser feito, intercalando-se os elementos das duas sublistas ordenadas. Como resultado,
obtém-se uma lista resultante ordenada. A intercalacdo pode ser feita com n-/
comparagoes.

ALGORITMO 3.5.3 - Mergesort.
Entrada: O tamanho da lista A e a propria lista A de n elementos
Saida: lista_ordenada - lista classificada em ordem crescente.
inicio
leia (n)
leia (A(1:n))
sen=1
entdo lista_ordenada := A(1)
senao inicio
k := Menor_inteiro{n/2}
L'l := mergesort (k, A(1), A(2), ..., A(k))
L'2 := mergesort (n-k, A(k+1),..., A(n))
lista_ordenada := intercale(L'l, L'2)
fim
escreva (lista_ordenada)
fim
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No Algoritmo 3.5.3 a fungdo menor_inteiro calcula o maior inteiro menor que o
quociente n/2, ela & utilizada para garantir o principio da equiparagdo; a subrotina
intercale produz junta duas listas em uma, intercalando os elementos das duas. Observa-
se que o algoritmo ¢é recursivo, pois existem duas chamadas do proprio algoritmo
(linhas 5 e 6). A lista classificada ¢ disponibilizada em lista_ordenada.

Exemplo 3.5.4 Sejamn =8ealista A=<2,8,3,7,9,1,6,5> A computagido
do Algoritmo 3.5.3, para essa lista ¢ dada pela fig. 3.5.
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Figura 3.5 Computacéo do Algoritmo 3.5.3

Ja o algoritmo quicksort, baseado em concatenagdo, divide a lista em duas
sublistas de forma, que ap6s suas classificagdes nao seja necessario intercala-las, pois se
elege um elemento pivo para particionar as listas de forma que uma contenha os valores
menores € outra os valores maiores que o pivo. O pior caso € a escolha do pivd sempre
como o menor valor (ou maior valor), pois uma lista fica vazia e a outra com todos os
valores. Nesse caso a complexidade no pior caso é O (1), mas no caso médio a
complexidade € O (n log n).

Existem varias outras formas de se realizar uma classifica¢do, mas os algoritmos
mais conhecidos de classificacdo de listas sdo o mergesort e o quicksort.

3.5.1 Algoritmo baseado em memoria compartilhada

Existem vérias formas de se programar em memoria compartilhada. Uma dessas
maneiras seria subdividir o programa em tarefas, os quais podem ser executados
simultaneamente. A comunicagdo entre elas se da através de acessos a variaveis globais.
Para garantir a integridade das informacdes pode ser necessario a definicdo de regides
de acesso exclusivo. Porém, a maneira mais utilizada, atualmente, para programacao
paralela através de memoria compartilhada sdo as threads, também conhecidas como
processos leves. Elas podem ser copias do programa seqiiencial, executadas
independentemente em diferentes processadores.

Sabe-se que, o limite da complexidade de tempo da classificacdo por
comparagdes de uma lista de n elementos, com um Unico processador, € O(n log n),
tanto para o pior caso quanto para o caso médio de entradas [TOS2001]. O uso de
processadores paralelos, naturalmente, cria a expectativa de reduzir o tempo requerido
para realizar tal tarefa. Em caso extremo, quando o numero de processadores ¢
assumido ser suficiente para que cada elemento seja simultaneamente comparado com
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todos os outros, todas as comparagdes requeridas podem ser feitas em uma unidade de
tempo. Isso simplifica substancialmente a complexidade de qualquer algoritmo baseado
em comparacao.

A idéia do Algoritmo 3.5.4 ¢ simples. O comando faca-paralelo baseia-se na
idéia de que qualquer i dentro do intervalo dado (no caso 0< i <n-I) pode ser calculado
de forma independente. Sendo assim, uma solucdo seria usar uma thread para calcular a
ordem de cada elemento da lista a ser classificada. A leitura dos elementos na lista de
entrada deve ser feita usando algum tipo de mecanismo de sincronizacdo, como por
exemplo, um semaforo, para que se evite que mais de uma thread calcule a posigdo de
um mesmo elemento. Porém, a escrita do elemento em sua posi¢do correta ndo exige
nenhum tipo de cuidado, pois além da ordenagdo ser feita em uma nova lista, considera-
se que ndo se tenha elementos repetidos. Dessa forma, cada thread faz a escrita em uma
posicao diferente, ndo ocorrendo conflitos.

ALGORITMO 3.5.4 —Rank Sort Memoria Compartilhada
Entrada: O tamanho n da lista e seus elementos
Saida: A lista classificada em ordem crescente (lista_ordenada)
inicio
para 1<i<n faga-paralelo
inicio
contador =0
para j =0 até n-1 faca
se lista[i] > lista[j] entdo contador:= contador +1
lista_ordenada[contador]:= listal[i];
fim
fim.

Exemplo 3.5.5: Sejamn =4 e alistaL=<4,2, 3, 1 > A computagdo paralela
do Algoritmo 3.5.4, & apresentada pela fig. 3.6. Foram utilizados quatro processadores, o
que possibilitou o uso de quatro threads, onde cada uma calculou o rank de um dos
quatro elementos da lista.

THREAD 1 THREAD 3
j=0 lista[0] > lista[0] = contador = 1 j=0 lista[2] > lista[0] = contador = 0
j=1 lista[0] > lista[1] = contador = 1 j=1 lista[2] > lista[1] = contador = 1
j=2 lista[0] > lista[2] - contador = 2 j=2 lista[2] > lista[2] - contador = 1
j=3 lista[0] > lista[3] = contador = 3 j=3 lista[2] > lista[3] = contador = 2
lista_ordenada[contador] = lista[0]; lista_ordenada[contador] = lista[2];
THREAD 2 THREAD 4
j=0 lista[1] > lista[0] - contador = 0 ji=0 lista[3] > lista[0] - contador =0
j=1 lista[1] > lista[1] = contador = 0 j=1 lista[3] > lista[1] = contador = 0
j=2 lista[1] > lista[2] - contador = 0 ji=2 lista[3] > lista[2] = contador = 0
j=3 lista[1] > lista[3] - contador = 1 j=3 lista[3] > lista[3] - contador = 0
lista_ordenada[contador] = lista[1]; lista_ordenada[contador] = lista[3];

Figura 3.6 Computacéo paralela do Algoritmo 3.5.4

A fig. 3.7 apresenta o programa na linguagem C que implementa o algoritmo
que classifica listas pelo método do rank sort. Observa-se que no Algoritmo 3.5.2, 0s
indices i e j variavam de / a n, na implementacdo apresentada nessa figura, os indices
sdo utilizados, variando de 0 a n-1. O programa em C ¢ seqiiencial, mas com a criacdo
de threads e existindo outros processadores, cada processador executard esse mesmo
programa. Se existirem n” processadores, a execugdo, como ilustrada no Exemplo 3.5.3,
podera ser feita diretamente.
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define n 2048
main(int argc, char* argv [])
{inti, j, cont;
int x;
int vetorDesord[n];
int vetorOrd[n];
srandom(getpid()); /I inicializag8o randomica
for(i=0; i<n; i++) vetorDesord[i] = rand()/100000;
for(i=0;i<n;i++){ cont = 0;
x = vetorDesord[i];
for(j=0;j<n;j++)
{if(x < vetorDesord[j]) cont++;}
vetorOrd [cont] = x;}

Figura 3.7 Programa Rank Sort em C

3.5.2 Algoritmo baseado em troca de mensagens

A abordagem do algoritmo rank sort, para uma arquitetura de memoria
distribuida, utilizando-se de troca de mensagens, ¢ a mestre-escravo. O processador
mestre distribui a lista a ser classificada para todos os processadores escravos através de
broadcast (primitiva de comunicagdo de grupo), ou seja, cada processador escravo
possuira sua copia da lista a ser classificada. Sendo » o tamanho da lista ¢ p o nlimero
de processadores disponiveis para a classificagdo, entdo cada processador devera
encontrar o rank de n/(p-1) elementos a serem ordenados. Usa-se p-1 por se estar
utilizando a abordagem mestre-escravo, um processador se dedicara exclusivamente em
enviar a lista para os escravos e, no final da computacao, recolher os resultados. Atribui-
se a cada processador quais elementos ele deve calcular o rank, por exemplo, de acordo
com sua identificacdo (que pode variar de 0 a p-1, no Algoritmo 3.5.5). O algoritmo ¢
apresentado de forma simplificada, assumindo que cada processador calcula a posicao
de apenas um elemento da lista (n = p).

ALGORITMO 3.5.5—-Rank Sort - Troca de Mensagens
Entrada: lista desordenada, tamanho da lista, identificador do processador (Id: 0 a p-1)
Saida: lista ordenada em vetorord

Inicio
cont:= 0;
se (id = 0) /Iprocesso mestre (0) envia dados para todos 0s escravos
entdo broadcast (&lista, mestre);
para i= 0 até n-1 faca /I calculo do rank dos elementos pelos escravos
se (vetor[id] > vetor[i]) entdo cont := cont +1
se (id = 0)
entdo parai:= 1 até p-1 faga /I Tarefa do Mestre
inicio recebe(cont, ANY_SOURCE);
vetorord[cont] = vetor][i];
fim
sendo envia(cont, mestre) /I Tarefa do Escravo
fim

Exemplo 3.5.6. Tem-se uma lista de tamanho n = 8 ¢ tém-se cinco processadores
disponiveis (p=5) para a realizagdo da classifica¢do. O processador identificado por zero
(id=0) sera o processador mestre. Os outros sdo os escravos e deverdo calcular o rank de
2 elementos da lista. O processador identificado por ‘um’ calcula as posigdes dos
elementos lista[0] e lista[1], o processador identificado por ‘dois’ calcula as posigoes
dos elementos lista[2] e lista[3], e assim por diante. Logo, tem-se que o intervalo de
elementos que cada processador ird calcular ¢ [ (1+(id.n/(p-1))) ; ((id+1).n/(p-1)) ]. Caso o
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processo zero atue apenas como gerente, essa formula necessita ser adaptada, mas isso
afetara o desempenho. O Algoritmo 3.5.5 ¢é baseado em uma abordagem SPMD (Simple
Program Multiple Data), isto ¢, todos os processadores executam o mesmo codigo,
porém sobre dados diferentes.

A fig.3.8 ilustra a estrutura de comunicagdo do Algoritmo 3.5.5, onde as flechas
que partem do mestre para os escravos representam o broadcast da sublista a ser
ordenada, pelos processos escravos. A flechas que partem dos escravos para o
processador mestre sdo as mensagens com o rank dos elementos, que foram calculados
por esse processador.

Figura 3.8 Estrutura do Algoritmo 3.5.5

Vetor original: <2, 8, 3, 7,9, 1, 6, 5>

/l Envio dos dados:

Proc 3 vai mandar 0 9 para a posicao 7
Proc 3 vai mandar o 1 para a posicao 0
Proc 2 vai mandar o 3 para a posicao 2
Proc 2 vai mandar o 7 para a posicao 5
Proc 1 vai mandar o 2 para a posicao 1
Proc 1 vai mandar o 8 para a posicao 6
Proc 4 vai mandar o 6 para a posicao 4
Proc 4 vai mandar o 5 para a posicao 3

/I Recebimento dos dados

Proc 0 recebeu o valor 2 para ser colocado na posicao 1 (veio do proc 1)
Proc 0 recebeu o valor 8 para ser colocado na posicao 6 (veio do proc 1)
Proc 0 recebeu o valor 6 para ser colocado na posicao 4 (veio do proc 4)
Proc 0 recebeu o valor 5 para ser colocado na posicao 3 (veio do proc 4)
Proc 0 recebeu o valor 3 para ser colocado na posicao 2 (veio do proc 2)
Proc 0 recebeu o valor 7 para ser colocado na posicao 5 (veio do proc 2)
Proc 0 recebeu o valor 9 para ser colocado na posicao 7 (veio do proc 3)
Proc 0 recebeu o valor 1 para ser colocado na posicao 0 (veio do proc 3)

Vetor Ordenado: <1, 2, 3,5, 6, 7, 8, 9>
Figura 3.9 Mensagens enviadas e r ecebidas pelos processos
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "mpi.h"

main(int argc, char* argv([])

{

int rank;

int p;

int n = 30000;
int vetor[n];

int vetorord[n];
inti, j;

int x;

int cont = 0;

int contrecv = 0;
int tam, y;

char buffer[100];
int position;

int valor;

MPI_Status status;

MPI_Init(&argc, &argv);
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &p);
MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &rank);

if(rank ==0)
srandom(getpid());
for(i=0;i<n;i++) vetor[i]= rand()/1000000;
}
MPI_Bcast(&vetor, n, MPL_INT, 0, MPI_COMM_WORLD); //envia o vetor p/ todos 0s processos
tam = n/(p-1);
if(rank !=0)

{ y=(rank -1)*tam;
for(j=0; j<tam;j++)

valor = vetor[y];

cont = 0;

position = 0;

for(i=0;i<n;i++)

{ if(vetor[i]<valor)
cont++;

}

MPI_Pack(&cont, 1, MPI_INT, buffer, 100, &position, MPI_COMM_WORLD),
MPI_Pack(&valor, 1, MPI_INT, buffer, 100, &position, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(buffer, 100, MPI_PACKED, 0, 0, MPI_COMM_WORLD);

y++

}

{ for(j=0; j< n; j++)
{

else

MPI_Recv(buffer,100,MPI_PACKED,MPI_ANY_SOURCE,0,MPI_COMM_WORLD,&status);
position = 0;

MPI_Unpack(buffer, 100, &position, &cont, 1, MPI_INT, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Unpack(buffer, 100, &position, &valor, 1, MPI_INT, MPI_COMM_WORLD);

vetorord[cont] = valor;

}
MPI_Finalize();

Figura 3.10 Programa Rank Sort Troca de Mensagensem MPI
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3.5.3 Consider acdes sobre complexidade

Sabe-se que o limite de complexidade do problema de classificagdo ¢ O(n log n),
0 que significa que ndo existe algoritmo seqiiencial de classificagdo baseado em
comparagdes de complexidade melhor do que O (n log n).

Foram considerados quatro exemplos de algoritmos de classificacdo: o
comparagdo e troca, o rank sort, o mergesort e o quicksort. Desses quatro algoritmos,
considerou-se versdes paralelas do algoritmo rank sort, com comunicacao através da
memoria compartilhada, usando threads e com o uso de troca de mensagens.

Viu-se que a complexidade do Algoritmo 3.5.1, comparagio e troca, é de O (n°).
A complexidade de tempo do Algoritmo 3.5.2, rank sort seqiiencial também é O(n°).

A complexidade do Algoritmo 3.5.3, mergesort sequencial € O (n log n), pois
utiliza o principio da equiparacdo, ou seja, a lista ¢ dividida em duas listas de
aproximadamente do mesmo tamanho. Caso isso ndo fosse observado, se fossem
tomadas duas listas de tamanhos distintos, como por exemplo uma com um elemento
outra com 7-1 elementos, a complexidade resultante se tornaria O (1°). Ja o algoritmo
quicksort, no caso médio a complexidade ¢ O (n log n). Entretanto, em seu pior caso, a
complexidade é O (r°).

Os algoritmos mais conhecidos de classificagdo de listas sdo o mergesort € o
quicksort. Eles sao, usualmente, utilizados para ilustrar as abordagens do pior caso e do
caso médio, respectivamente. Cada um, em sua modalidade, é um algoritmo 6timo, ou
seja, sua complexidade ¢ a melhor possivel (O(n log n)).

O problema de classificagdo esta fechado, ou seja, conhece-se a complexidade dos
algoritmos seqiienciais com complexidade 6tima, O (n log n ). Portanto, a complexidade
de tempo esperada para um algoritmo paralelo de classificacdo, baseado em um
algoritmo seqiiencial usando n processadores ¢ O (log n). Entdo, ja se conhecem
algoritmos que realizam o menor numero possivel de compara¢des, mesmo assim,
deseja-se reduzir o tempo de resolugcdo dos problemas através do processamento
paralelo, usando ambientes onde a comunicagao ocorre por memoria compartilhada ou
por troca de mensagens.

A Tab. 3.1 apresenta um resumo da complexidade de algoritmos de classificagao
paralelos, quanto ao nimero de processadores e quanto a complexidade de tempo.

Tabela 3.1 Comparacdo da Complexidade dos Algoritmos de Classificacéo

Algoritmo Paralelo Nro de Processadores | Tempo de Execucdo | Referéncia

Merge Sort n O(n)

Quick Sort n O(log n)

Rank Sort n O(n) [WIL99]
o O(log p)

Par-Impar de Batcher n log°n O (log °n) [BAT68]

Bitonico de Batcher (n log °n)/2 O (log °n) [BAT68]

Bitonico de Stone n/2 O (log °n) [STO78]

Muller-Preparata n’ O (logn) [MUP75]

Hirschberg n (W O (k.log n) [HIR78]

Preparata nlogn O (logn) [PRE78]

Cole n O (logn) [COLS86]
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3.6 Exemplo de multiplicacdo de matrizes

A multiplicagdo de matrizes constitui-se de uma das principais operacdes da
algebra linear por ser utilizada na resolugdo de varios problemas de diferentes areas de
conhecimento, os quais para serem resolvidos, necessitam uma grande quantidade de
operacdes, sendo por isso, conhecidos como problemas de larga escala de computagao.
Consequentemente, para resolver esses problemas, necessita-se de maquinas de alto
desempenho, os computadores paralelos. Assim, o problema de multiplicar matrizes
tornou-se um dos problemas classicos do processamento paralelo e pode ser descrito
como segue.

Sejam A e B duas matrizes de ordem nxn (n>2), com elementos de um corpo
qualquer (por exemplo, nimeros reais). A matriz produto C = A'B ¢, por definicdo, uma
matriz nxn cujo elemento na linha i e coluna j € obtido a partir de i-ésima linha de A e
da j-ésima coluna de B, através do produto escalar, ¢ .= X'ay by (para k =1 até n).

E facil observar que sdo necesséarias n multiplicacdes para se obter Cij. Como a
matriz C possui n® destes elementos Cjj, serio necessarias n® multiplicagdes para se
determinar C. A seguir serd apresentado um exemplo simples, um produto de duas
matrizes 3x3, com valores inteiros.

Exemplo 3.6.1: Sejam A e B as matrizes 3x3 abaixo, a matriz produto C ¢é
calculada pela definicdo matematica.

[123] [205]
A= | 240 B= | 143]
L153] L 10-1]

[ cinci cis | f1237 T28s51 [ 7 8 8]
C= |021.023|= -|X|1I3|=| 0. 2 |

L 31 c30 33 ) L153) L1@-1]) L1020 17]

Figura 3.11 Produto de matrizes pela defini¢céo

Seis variagdes podem ser obtidas da definicdo da multiplicagdo de matrizes,
realizando-se permutacdes na ordem dos lacos (rearranjo dos indices). Cada uma dessas
variagOes difere na maneira como as matrizes dos elementos sdo acessadas. Cada
permutacdo caracteriza seu proprio modelo de acesso a memoria e de como produz os
valores parciais, o que influéncia o desempenho do algoritmo que a descreve.

ALGORITMO 3.6.1 Multiplicagdo de Matrizes (ordem ijk)
Entrada: A ordem n e as duas matrizes quadradas A e B.
Saida: A matriz produto C.
inicio
parai=1 até n faca
para j =1 até n faca c(i,j) :=0
parai=1 até n faca
paraj =1 até n faca
para k =1 até n faca c(i,j) := c(i,j) + a(i,k).b(k,j)

fim
A computagdo do Algoritmo 3.6.1 - multiplicagdo de matrizes na forma ijk - é
apresentada a seguir. Observa-se que cada elemento da matriz produto ¢ calculado
quando o algoritmo conclui um lago interno. A forma ijk, calcula os elementos da
primeira linha, depois da segunda e, por fim, a terceira linha, enquanto que a forma jik
(troca de ordem dos lagos i e j no Algortimo 3.6.1), calcula os elementos da matriz
produto por coluna, ou seja, a primeira coluna, a segunda e, entdo a terceira. Em ambas
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as versoes cada elemento da matriz produto ¢ calculado de forma integral. Ou seja, cada
laco de & (interno) realiza um produto escalar (multiplicacdo de dois vetores, cujo
resultado € um escalar, contendo as somas dos produtos). Essa caracteristica sera
estudada para a exploragdo do paralelismo na multiplicagdo de matrizes.

j=1 j=2 j=3
i=1 | a11bqg + a1oboy + a13bsy = | @nibiot a1boy + @13b3 = | @nibist @123 + a13bss =
1x2 + 2x1 + 3x1 = 1x0 + 2x4 + 3x0 = 1x5 + 2x3 + 3x(-1) =
7 8 8
=2 | &xbi1+ 8bag + 8x3bsy = | @pibiot axbos + @233 = | @21b1st+ @x0b23 + 8x3bs3 =
(-2)x2 + 4x1 + 0x1 = (-2)x0 + 4x4 + 0x0 = (-2)x5 + 4x3 + 0x(-1) =
0 16 2
1=3 | as1bi1 + agbyr + ssbsr = | @zibiot azobos + assbsy = | @31bis+ azbys + assbss =
1x2 +5x1 + 3x1 = 1x0 + 5x4 + 3x0 = 1x5 + 5x3 + 3x(-1) =
10 20 17

Figura 3.12 Computacao do produto de matrizesijk

A forma Kij (igualmente a forma Kji) é uma variagdo que produz a cada lago
mais externo (laco k) uma matriz produto parcial, onde em cada elemento dessa matriz €
acumulado o valor parcial da soma do produto escalar. A soma das parcelas pode ser
efetuada como soma de matrizes. Identifica-se um paralelismo intrinseco nessa
estrutura. O Algoritmo 3.6.2 descreve o método e, logo a seguir, apresentada-se sua
computagio para as matrizes do Exemplo 3.6.1. A complexidade ¢ O (n”).

ALGORITMO 3.6.2 Multiplicacéo de Matrizes (ordem kij)
Entrada: A ordem n e as duas matrizes quadradas A e B.
Saida: A matriz produto C.
inicio
parai=1 até n faca
para j =1 até n faca c(i,j) := 0
para k =1 até n faca
parai=1 até n faca
para j =1 até n faca c(i,j) := c(i,j) + a(i,k).b(k,j)

fim

k=1 j=1 j=2 IS

i=1 allbll 1x2 allblz 1x0 al]_blg 1x5

i=2 a21b11 (-2)X2 a21b12 ('2)X0 a21b13 ('2)X5

i=3 a31b11 1x2 a31b12 1x0 a31b13 1x5

k =2 j =1 j =2 J =

i=1 a12b21 2x1 a12b22 2x4 alzbzg 2x3

i=2 a22b21 4x1 a22b22 4x4 a22b23 4x3

i=3 a32b21 5x1 a32b22 5x4 a32b23 5x3

k=3 j=1 j=2 =

=1 a13b31 3x1 a13b32 3x0 algbgg 3X(-1)
Cii=7 Cyp =8 Ci3 =8

i=2 a23b31 Ox1 a23b32 0x0 anggg OX(-].)
C»1 =0 C»n=16 Cxn=2

i=3 333b31 3x1 aggbgz 3x0 a33b33 3X(-1)
c31 =10 Czp =20 Cxz =17

Figura 3.13 Computacéo do produto de matrizes Kij
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A forma ikj calcula a cada lago interno um dos produtos parciais para cada
elemento da linha 7; a cada lago intermediario é calculado nova parcela (novo produto
parcial) do produto escalar, ao final do lago sdo acumuladas as parcelas recém
calculadas, produzindo elementos da matriz produto. Os elementos da matriz produto
s3o calculados por linha, sendo que a obten¢do de cada elemento s6 € concluida apos a
realizac¢ao de dois dos lagos. A descricdo dessa forma ¢ dada pelo Algoritmo 3.6.3 e sua
computacdo ¢ exemplificada com os dados do Exemplo 3.6.1.

ALGORITMO 3.6.3 Multiplicagdo de Matrizes (ordem ikj)
Entrada: A ordem n e as duas matrizes quadradas A e B.
Saida: A matriz produto C.
inicio
parai=1 até n faca
para j =1 até n faga c(i,j) := 0
parai=1 até n faca
para k =1 até n faca
para j =1 até n faca c(i,j) := c(i,j) + a(i,k).b(k,j)

fim
i=1 i=1 j=2 i=
k=1 allbll 1x2 allblz 1x0 a11b13 1x5
k=2 |+ab + 2x1 + a12D29 + 2x4 + a12b23 + 2x3
k=3 |+ aibs + 3x1 + ai3bzn + 3x0 + a;3bs3 + 3X(-l)
Cij Cu=7 C12=8 C13=8
i =2 i=1 | =7 j=3
k=1 |axbn (-2)X2 ax b1 (-Z)XO axbis (-2)X5
k=2 |+ a22b21 + 4x1 + a22b22 + 4x4 + a22b23 + 4x3
k=3 |+ ang31 + 0Ox1 + a23b32 + 0x0 + az3b33 + OX(-l)
Cii Co = Cy =16 Cx3=2
i=3 =1 =2 =3
k=1 a31b11 1x2 a31b12 1x0 a31b13 1x5
k=2 |+ apbyx + 5x1 + azobo + 5x4 + azobos + 5x3
k=3 |+ asbs + 3x1 + ag3bsz + 3x0 + azzbss + 3X(-1)
Cijj c3=10 C3p=20 Cyz=17

Figura 3.14 Computacao do produto de matrizesikj

A forma jki, analogamente, calcula os elementos por coluna, mas para obtengao
de cada elemento da matriz produto, ¢ necessario a conclusdo dos dois lagos internos.

Outra metodologia para o desenvolvimento de algoritmos para o calculo da
multiplicagdo de matrizes consiste na utilizacdo da técnica de divisdo e conquista. A
divisdo e conquista se baseia na recursdo, divide-se o problema em subproblemas e
reaplica o método nos subproblemas, a tal ponto que esses sejam resolvidos
diretamente. Por fim, combinam-se todas as solu¢des parciais para se obter a solu¢dao do
problema original.

O algoritmo baseado nessa técnica, consiste em particionar as matrizes A e B em
quatro submatrizes quadradas, cada uma delas de dimensdo n/2 x n/2 (supondo que »
seja uma poténcia de 2). Entdo o produto C, pode ser calculado por:
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Cn Ci2 | _ An An B Bz
Cu Cnp Ay Ax B2; B

onde Cj := Aii.Byj + Ap.By, paraiej /1, 2].

Nos célculos dos Cj, necessita-se efetuar multiplicagdes das submatrizes, pode-
se aplicar recursivamente o particionamento, obtendo assim quatro novas submatrizes,
de dimensao n/4 x n/4, esses particionamentos sucessivos resultardo em varios casos de
multiplicagdes de matrizes 2x2, que podem ser efetuados diretamente. Ou, pode-se
efetuar diretamente as multiplicacdes, sendo entdo necessarias & multiplicagdes de
matrizes ¢ 4 adigdes de matrizes. Considerando que multiplicagcdes requerem mais
tempo para serem efetuadas do que somas matriciais, pode-se reformular o calculo dos
Cjj, resultando no algoritmo de Strassen:

Ci1 = Ds +D3 -D3 +Dg

Ci2 =D +D3

Co1 =D, +D>

C2 = Ds +D; -D4 +D7
onde,

D = A11 (B12 -B22)

D2 = Az (B2 -B11)

D3 = (A11 A1) B2

D4 = (A21 +A2) Bus

Ds = (A11 +A22).(B11 +B22)

D6 = (A12 -A2).(B21 +B2)

D7 = (A21 -A11).(B11 +B12)

A complexidade do Algoritmo de Strassen ¢ dada pela equagdo de recorréncia:

o), sen<2

O (n?) +7c[Strassen] (n/2) , sen>2
[logz

c[Strassen] (n) = {

cuja solucdo € c[Strassen] (n) = n 7/ Logo, esse algoritmo ¢ assintoticamente mais
rapido do que o algoritmo trivial (O (#’) ). Entretanto, nada se pode afirmar sobre a
qualidade dos resultados, uma vez que ndo foram desenvolvidos estudos sobre a
qualidade numérica dos resultados em funcao dos arredondamentos.

3.6.1 Algoritmo baseado em memoria compartilhada

Nas versdes decorrentes das variagdes dos indices, o paralelismo pode ser
explorado na forma como os elementos da matriz produto sdo calculados. No Algoritmo
3.6.1, a cada lago interno, um elemento € calculado através do produto escalar de dois
vetores. Esses calculos s@o independentes e podem ser calculados em paralelo. No
Algoritmo 3.6.3 quando os lagos internos sdo computados, sdo produzidos um vetor de
elementos da matriz produto. J4 no Algoritmo 3.6.2, a estrutura gera matrizes com
parcelas resultantes de produtos que constituem o produto escalar, os quais sO sdo
completados quando os trés lagos sdo concluidos, entretanto, a estrutura matricial pode
facilitar o desenvolvimento do algoritmo paralelo, pois todos os produtos sdo sincronos
e sdo seguidos de somas de matrizes.

A seguir sera discutido a questdo da paralelizagdo do produto escalar. Sera
considerado o algoritmo paralelo que efetua a multiplicacdo de matrizes, como »n
produtos concorrentemente da matriz por vetor, o que € uma interpretacao do Algoritmo
3.6.3. A versdo paralela desse algoritmo estd baseada na arquitetura da maquina
paralela, ou seja, no niimero de processadores disponiveis e na forma como eles estdo
interconectados. Outra questdo importante ¢ sobre a organizacdo da memoria, se cada
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processador tem ou ndo sua memoria local, as formas e os canais de acesso a essa
memoria, pois conflitos de acesso a memoéria podem retardar a execugdo de um
programa paralelo e comprometer o seu desempenho.

Sejam A e B matrizes de ordem # e, seja X um vetor de ordem n, (obtido entre as
n colunas de B), ambos armazenados na memoria compartilhada. Serd assumido que o
numero de processadores p seja menor ou igual a dimensao n (p < n), tal que o
quociente "/, = r seja um inteiro e que o modo de operagdo seja assincrono. A matriz é
particionada por blocos, onde cada bloco A; ¢ do tamanho rxn. O problema de computar
o produto Y= A'X, onde Y ¢ uma das colunas da matriz produto, pode ser calculado
como segue. Cada processador P; 1€ A; e X; da memoria compartilhada; calcula
Z; =Ai’X; e armazena seus » componentes de Z nas componentes apropriadas da variavel

compartilhada Y.
No Algoritmo 3.6.4 ¢ utilizado A(l:u, s:f) para denotar a submatriz de A
constituida das linhas /, /+1, ...., u e das colunas s, s+/, .....,z. A mesma notagao sera

usada para indicar um subvetor de um dado vetor.

ALGORITMO 3.6.4 Multiplicagdo de Matriz por Vetor
Entrada: Uma matriz nxn e um vetor X de ordem n residentes na memaria compartilhada;
Variaveis locais: a ordem n, a identificacao do processador e nro de processadores p
onde p < ntal que r = n/p seja um inteiro.
Saida: Componentes (i-1).r+1, .....,ir do vetor Y=AX armazenado na variavel compartilhada Y.
inicio
1. leia (X, w)
2. leia (A(1:n ,(i-1)r+1:ir),B)
3. compute z = B.w
4. escreva (z,y((i-1)r+1:ir))
fim

Cada processador executa o mesmo algoritmo. Observe que a leitura (leia) ¢é
realizada concorrentemente por todos os p processadores no passo 1, pois todos 1éem a
varidvel compartilhada X. Entretanto, a escrita ndo ¢ concorrente, pois ndo ha dois
processadores escrevendo na mesma posicdo da memoria compartilhada.

Uma caracteristica importante do Algoritmo 3.6.4 € que os processadores nao
necessitam ter suas atividades sincronizadas, uma vez que o produto da matriz pelo
vetor foi particionado. Por outro lado, pode-se projetar um algoritmo paralelo baseado
no particionamento de A e de X em p blocos, tais que A =(A1, Az,..,Ap), onde cada A; é
do tamanho nxr e X =(X1, Xz, .., Xp), onde cada X é do tamanho r. O produto Y=A'X ¢
calculado por Y=A;'X; + Ay’ Xz +...+ Ay’ X p. Portanto, o processador P; calcula zj = A;'X;
depois de ter Aj € X; da memoria compartilhada, para 1 <i <p.

Nenhum processador pode realizar a soma z; + zp + ....+Z, antes que todos
tenham terminado seus produtos de matriz por vetor. Portanto, uma primitiva explicita
de sincronizacdo necessita ser adicionada no programa depois de cada processador ter
calculado seu z; = Ai'X;, para forcar que todos os processadores sincronizem antes que
continuem a execug¢ao de seus programas. A fig.3.15 ilustra o método.

Considere, agora, o problema de calcular o produto C das duas matrizes A ¢ B, de
ordem 7, onde n=2% para algum inteiro k. Suponha que existam n® processadores
disponiveis na maquina paralela, denotados por P;;;onde 1 <7, j, | <n. O processador P;j,
calculard o produto A(i, I'B(l, j) em um unico passo. Entdo para cada par (i, j), os n
processadores P;;; onde 1<| <n calculam a soma:

n
lz A, ) 'B(l,j) como descrito no exemplo anterior.
=1
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A nxn X nxl Y nxl
X
A, A, A, % Z, Z,
nxr | | nxr nxr 2
............. {X i -
< i 5
' . >
| \
, A 4 A 4 v
.# B
B w . B w Z, B w Z,
Memodria local P, Memoria local P, Memoria local P,

Figura 3.15 llustragdo do Algoritmo 3.6.4 em uma PRAM.

ALGORITMO 3.6.5 Multiplicagdo de Matrizes - processador P
Entrada: Duas matrizes A e B de ordem nxn armazenadas em meméria compartilhada (n=2");
variaveis locais séo inicializadas com n e a tripla (i,j,l) identifica o processador.
Saida: A matriz produto C=AB, armazenada em mem@éria compartilhada.
inicio
compute C'(i, j, ) = A(i,1).B(l,j)
para h=1 até (log n) faca
se (I £ n/2h) entdo compute C'(i,j,I):= C'(i,j,2I-1)+ C'(i,j,21)
se (I=1) entdo compute C(i,j) := C'(i,j,1)
fim

O Algoritmo 3.6.5 define a computagdo do processador P;j;. Observe que ¢
requerida a capacidade de leitura concorrente (CREW), logo diferentes processadores
podem acessar os mesmos dados na execucdo do passo 1. Por exemplo, os
processadores Pi1, Pi2i, ..., Pini todos requerem os valores A(i,]) de memoria
compartilhada na execugdo do passo 1. O tempo de execugdo ¢ da ordem de O(log n)
passos paralelos.

3.6.2 Algoritmo baseado em troca de mensagens

As formas ikj e jki podem ser transformados em algoritmos paralelos as quais
fazem uso de copias rapidas (broadcasting), facilitando as maquinas paralelas.

Seleciona-se um vetor de cada uma das duas matrizes (uma linha e uma coluna,
por exemplo). Duplica-se esses vetores n vezes, para construir uma nova matriz, onde
cada elemento ¢ a multiplicacdo dos componentes correspondentes. Observa-se que os
vetores sdo escolhidos, de tal forma que, os elementos (i,j) dessas matrizes sdo as
parcelas do célculo do produto escalar. Por exemplo, inicialmente pega-se a primeira
coluna de A e a primeira linha de B, duplica-se esses vetores, monta-se a primeira
matriz parcela, onde cada elemento dessa matriz, corresponde a um dos produtos que ¢é
necessario ser efetuado para o calculo do produto escalar que calcula cada elemento da
matriz produto, ou seja,

a1 anl by b2 bis anbn apbiy  anbis

d21 d21 A21 by b2 bis = azibi aybiy  axbis

a 31 az; a3y by b2 bis azibi1 azbia  asibis
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Repete-se o processo, pegando a segunda coluna da A e a segunda linha de B,
montando-se a segunda matriz parcela, que na verdade, sera acumulada a primeira.

a 12412 4a12 ba1 by bas apbyr apbxn  apbs

a2 Az A2 by1 bay bas = anby anbxn  anby

a 32 A3 432 ba1 ba bas axby apbxn  anbs
A soma acumulada resultante é matriz soma:

anbir + apby apbi + apbx aibiz + apby

by + anby by + anbxn aribiz + anbxy

azibir + axnby azibiy + anbxn a31biz + axnbxy

Repete-se o processo, pegando a terceira coluna da A e a terceira linha de B,
montando-se a terceira matriz parcela, que, também, sera acumulada, produzindo a
matriz produto.

a13a;3 a3 b3 b3z bz a;sbs; apbs  apbs;

a3 a3 a3 b3y b3z bz = axpbs; axpbsy  axbsz

a 33 @33 a33 b3 b3z by azbsr azbsy  azsbaz
A soma acumulada resultante ¢ matriz produto (no caso de matrizes de ordem n=3):

apibitanbaitaisbs ajibiptanbyntaizbs, aribiztanbaztaisbss

ax1bytaxnbrtazsbs; ax1biptanbrntarsbs, ax1biztaznbrztarbs;

a3 1bitazbrtaisbs; a31biptazbyntassbs, a31biztazbrztassbs;

ALGORITMO 3.6.6 Multiplicacdo de Matriz
Entrada: Duas matrizes A e B nxn.
Saida: O produto C = AB armazenado na memaria compartilhada.
inicio
faca-paralelo {1<i < n}
faca-paralelo {1<j < n}
temp(i,j):=0
para k:=1to n faca
inicio matrixfa(i,j):=a(i,k)
matrixfb(i,j):=b(k,j)
temp(i,j):= temp(i,j)+matrixfa(i,j)xmatrixfb(i,j)
fim
C(i,j):= temp(i.)
fim-paralelo
fim-paralelo
fim

Genericamente, o processo € repetido n vezes, até que todas as matrizes soma
sdo montadas e acumuladas, produzindo o calculo completo da matriz produto.
Determinando-se a complexidade de tempo e espaco desse um algoritmo, observa-se
que novamente o tempo € de O(n) e o espago o).

Cada um desses algoritmos do produto de matrizes utiliza caracteristicas
especificas de processamento paralelo. Pode acontecer que para uma maquina especifica
ndo seja possivel implementar eficientemente algumas dessas caracteristicas utilizadas
nesses algoritmos e isso pode resultar em uma implementagdo, cujo o desempenho seja
ineficiente.

Considere, agora, a versdo do Algoritmo 3.6.4 em um ambiente baseado em troca
de mensagens (A4lgoritmo 3.6.7), esse algoritmo foi implementado em MPI e seu cddigo
¢ apresentando na fig.3.16. Dados uma matriz A nxn e um vetor de O(n), considere o
problema de calcular o produto da matriz pelo vetor Y =A'X em um arquitetura de anel
de p processadores, onde p <n. Assume-se que p divide n e, finalmente, seja r="/,.
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Se A e X sdo particionados em p blocos, segue que A = (A, Az,.., Ap) € X = (Xy, Xy,
.., Xp), onde A; ¢ de tamanho nxr e cada X; ¢ de tamanho r. Pode-se determinar o produto
Y= AX pelo célculo de zi= Ai’X,, para 1 <i <p e, entdo, realizando a soma z1+Z>+....+2p.

O processador P; da rede faz inicialmente B= A; e W=X; na sua memoria
local, para todo 1<'i < p. Entdo cada processador pode calcular localmente o produto
B'W ¢ a soma desses vetores pode ser calculada através da circulagdo das somas parciais
através do array ciclico. O vetor de saida sera armazenado em P;. Esse raciocinio ¢
implementado no Algoritmo 3.6.7.

ALGORITMO 3.6.7 Produto assincrono de matriz por vetor em arquitetura anel.
Entrada: Namero do processador; o nimero de processadores p, a i-ésima submatriz
B = A(1:n, (i-1).(r+1): ir) de tamanho nxr (onder=n/p) e o i-ésimo subvetor
W= x((i-1).r+1:ir) de tamanho r.
Saida: Processador P; calcula o vetor Y=A;x; +Axx; +.... +AX; e passa o resultado a direita.
Quando o algoritmo termina, P, tera o produto Ax.
inicio
compute produto(Z = B.W)
se i=1 entdo Y:=0 sendo recebe(Y, esquerdo)
Y:=Y+Z
envia(Y,direito)
se i=1 entdo recebe(Y, esquerdo)
fim

Cada processador P; comeca computando A;X; e armazena o vetor resultante na
variavel local z. Depois do passo 2, o processador P; inicializa o vetor Y como zero,
onde cada um dos outros processadores suspende a execugdo de seus programas,
aguardando o recebimento de dados dos seu vizinho esquerdo. O processador P; atribui
Y=A;X; e envia o resultado para seu vizinho da direita nos passos 3 e 4
(respectivamente). Entdo, o processador P, recebe A;X; e conclui a execucdo de seu
programa computando A;X; + Ay X, no passo 3. Ele entdo envia o novo vetor para o
processador vizinho a direita no passo 4. Quando a execucdo de todos os programas
termina, o processador P; tera o produto Y=AX.

A computacdo efetuada por cada processador consiste de duas operagdes nos
passos 1 e 3; portanto, o tempo de execucdo do algoritmo é O(n%/p). Por outro lado, o
processador P; tem que esperar até que a soma parcial Ay Xi+....+A; X, tenha sido
acumulada antes de executar o passo 5. Entretanto, o tempo total de comunicagdo ¢
proporcional ao produto p.comm(n), onde comm(n) € o tempo gasto para se transmitir n
numeros entre processadores adjacentes. Esse valor pode ser aproximado por
comm(n) = ¢ +nt, onde o ¢ o tempo de inicio de transmissdo e 7 ¢ o intervalo de tempo
necessario para a mensagem ser transferida. A complexidade do algoritmo ¢ a soma do
tempo de execucdo e do tempo de comunicagdo. Esse tempo ¢ minimizado, quando se
tem p= nver /(o+n7).

#include <string.h>

#include "mpi.h"

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define DIME 21

#define MAX_BUF 1000000

MPI_Status Status;

int my_id, size, posicao;

float *matriz, *vetor, *vetorr, *pvetor, *pvetor2;

float *mt;
char bpack[MAX_BUF];
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void calcula(int tamp, float *M, float *V, float *VR)
{iint v, v2, v3, vf1;
v3=0;
for (v1=0;v1<DIME;v1++) { for (v2=0;v2<tamp;v2++) { VR[v1]+= V[V2]*M[v3]; v3 ++; }}}
void carrega_matriz()
{\int contl, cont2, tamanho, em, pm;
tamanho = DIME * DIME;
matriz=malloc(tamanho*sizeof(float));
vetor=malloc(DIME*sizeof(float));
vetorr=malloc(DIME*sizeof(float));
pm=0; em=0;
for (cont1=0;cont1<DIME;contl++) {em++; for (cont2=0;cont2<DIME;cont2++) {matriz[pm] = em; pm ++;} }
for (cont1=0;cont1<DIME;cont1++) vetor[contl] = 1;
for (cont1=0;cont1<DIME;cont1++) vetorr[contl] = 0; }
void recebe_result()
{intnd, Is;
pvetor2 =malloc(DIME*sizeof(float));
for (nd=1;nd<size;nd++)
{ MPI_Recv(&bpack,MAX_BUF,MPI_PACKED,MPI_ANY_SOURCE, MPI_ANY_TAG,MPI_COMM_WORLD,&Status);
posicao = 0;
MPI_Unpack(&bpack,MAX_BUF,&posicao,pvetor2,DIME, MPI_FLOAT,MPI_COMM_WORLD);
for (Is=0;Is<DIME;Is++) vetorr[ls] = vetorr[Is] + pvetor2[ls]; }
free(pvetor2); free(vetorr); }
void distribui_matriz()
{'int nll, sll, taml, nd;
div_t partes;
int vf1, vf2, posi, apo;
partes = div(DIME,size);
nll = partes.quot;
sll = partes.rem;
taml = (nll+sll);
mt=malloc((tamI*DIME)*sizeof(float));
pvetor=malloc((nll+sll)*sizeof(float));
for (nd=1;nd<size;nd++)
{‘apo = 0; posi = (sll+(nll*nd));
for (vf1=0;vf1<DIME;vf1++){ for (vf2=0;vf2<nll;vf2++) { mt[apo]= matriz[posi]; apo++; posi++;} posi= posi+DIME-nll;}
posi = nd * nll;
for (vf1=0;vfl<nll;vf1++) { pvetor[vfl] = vetor[posi]; posi++;}
posicao = 0;
MPI_Pack(&nll,1,MPI_INT,&bpack,MAX_BUF,&posicao,MPI_COMM_WORLD);
MPI_Pack(mt,(DIME*nll),MPI_FLOAT,&bpack,MAX_BUF,&posicao,MPI_COMM_WORLD);
MPI_Pack(pvetor,nll, MPI_FLOAT,&bpack,MAX_BUF,&posicao,MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(&bpack,posicao,MPI_PACKED,nd,0,MPI_COMM_WORLD); }
apo = 0; posi =0;
for (vf1=0;vf1<DIME;vfl++)
{ for (vf2=0;vf2<taml,vf2++) {mt[apo] = matriz[posi]; apo++; posi++;} posi = posi + DIME - taml; }
for (vf1=0;vfl<taml;vf1++) pvetor[vfl] = vetor[vfl];
free(matriz); free(vetor);
calcula(taml,mt,pvetor,vetorr);
free(mt); free(pvetor); }
main(int argc, char **argv)
{ int nlp, aux;
MPI_Init(&argc,&argv);
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&size);
MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD,&my_id);

if (my_id == 0) /* esta parte do codigo sera executado pelo processo zero */
{ carrega_matriz(); distribui_matriz(); recebe_result(); }
else /* esta parte sera executada pelos demais processos */
{MPI_Recv(&bpack,MAX_BUF,MPI_PACKED,MPI_ANY_SOURCE, MPI_ANY_TAG,MPI_COMM_WORLD, &Status);
posicao = 0;
MPI_Unpack(&bpack,MAX_BUF,&posicao,&nlp,1,MPI_INT,MPI_COMM_WORLD);
aux = nlp*DIME;

mt=malloc(aux*sizeof(float));

vetor=malloc(nlp*sizeof(float));

vetorr=malloc(DIME*sizeof(float))
MPI_Unpack(&bpack,MAX_BUF,&posicao,mt,aux,MP|_FLOAT,MPI_COMM_WORLD);
MPI_Unpack(&bpack,MAX_BUF,&posicao,vetor,nlp,MPI_FLOAT,MPI_COMM_WORLD);
calcula(nlp,mt,vetor,vetorr);

posicao = 0;
MPI_Pack(vetorr,DIME,MPI_FLOAT,&bpack,MAX_BUF,&posicao,MPI_COMM_WORLD);
MPI_Send(&bpack,posicao,MPI_PACKED,0,0,MPI_COMM_WORLD);

free(vetor); free(mt); }

MPI Finalize( ); }

Figura 3.16 Versdo Matriz-Vetor em MPI.
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Exemplo 3.6.2 Multiplicagdo de Matrizes baseado em troca de mensagens.
Considere o produto da matriz M 8x8, por ela mesma (MxM), descrita na figura 3.17. O
programa baseado em troca de mensagens, descrito na fig.3.16, realiza apenas o produto
de uma matriz por um vetor. Ter-se-ia que executar o programa § vezes, uma para cada
coluna, para se ter o produto completo. Considere que existam 4 processadores
disponiveis (p=4), seus identificadores sdo 0, 1, 2, 3. O processador 0 possui o dominio
completo. Ele divide-o entre 4 processadores, como mostra a fig.3.17.

PO P1 P2
Pl 3 4| 5 6

R 2l 13| 14 15
WAERY1920" 21 22 23
IR 2728] 29 (30 31
RJEY851I86) 37| 38 39
FXEPA43044) 45| 46 47 48]
eI 51152) 53 54 55 56 52|53|54|55]|56
YY) 5911600 61|62 63 64 60|61|62|63]64
Figura 3.17 Exemplo de Multiplicacéo de M atrizes pelo programa da fig 3.16

1211314 (15|16
200211222324
2829303132
36|37/38]39]40
44 145 |46 |47 |48

Ap0s a divisdo, o processador 0 distribui os subdominios entre os processadores,
ficando com um subdominio para processar. A distribuicdo ¢ feita por mensagens de

envio (send), como ilustrado na fig.3.18 (a).

(a)Distribuicéo de dados - send (b)Recebimento dos dados - receive
Figura 3.18 Troca de Dados

Apbs o envio/recebimento cada processador calcula sua parte, como ilustrado na
fig.3.19. E, entdo, s@o remetidos de volta ao processador 0 (fig. 3.18 (b)).

PO
1 |19
X

1] 2 5 7

9| 10 13 15
17| 18 21 23
25| 26| = 29 31
33| 34 37 39
41| 42 45 47
49| 50 53 55
57| 58 63

Figura 3.19 Célculo local em cada processador

Por fim, o processador 0 efetua a soma dos resultados parciais, calculados em
cada processador, gerando o vetor produto desejado. Isso € mostrado na fig.3.20.
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19| + 151 | + + = 1380
99| + 487 | + + = 3236
179| + 823 | + + = 5092
259 | + 1159 | + + = 6948
339 | + 1495| + + = 8804
419 | + 1831 + + = 10660
499 | + 2167 | + + = 12516
579 + 2503 | + + = 14372

Figura 3.20 Calculo vetor produto - soma dos valores parciais

3.6.3 Consider agOes sobre complexidade

O algoritmo trivial para multiplicacdo de matrizes, tendo a complexidade de
tempo calculado em fungdo da operacdo de multiplicacio (e adi¢do) é da ordem O ().

Existem, entretanto, algoritmos recursivos para multiplicagdo de matrizes sdo
mais eficientes, como o algoritmo de Strassen [STR69], que possui uma complexidade
de O (n 27y = 0 ().

A complexidade de tempo do algoritmo de Strassen, quando executado em um
computador com arquitetura com p processadores € com a memoria global
suficientemente rapida para satisfazer todos os requisitos desses p processadores, ¢é
O(n’/p). Para computadores que se utilizem de troca de mensagens, a complexidade de
tempo desse algoritmo ¢ afetada pelo tempo de comunicacdo (troca de dados), que
possui uma complexidade de comunicagio da ordem de O (n° (I-(1/p))). Portanto, a
complexidade de tempo nesse caso é de O (n’(I1-(1/p))+n’/p).

A complexidade de tempo e de comunicacdo do Algoritmo 3.6.4, pode ser
estimada, pela analise de cada instrugdo e assim, tem-se a complexidade total do
algoritmo, como:

e 0 passo 3 ¢ o tnico passo que requer O(n°/p) operagdes aritméticas;

e o0s passos 1 e 2 transferem O(nz/p) dados (nimeros) da memodria
compartilhada para a memoria local de cada processador;

e 0 passo 4 armazena n/p numeros de cada memoria local na memoria
compartilhada.

Algoritmo 3.6.6 é executado em um tempo O(log n) usando um total de O(n’)
processadores. Pelo principio de escalonamento, o algoritmo pode ser simulado através
de p processadores sendo executado em um tempo O(n’/p + log n).

Considere a adaptacdo desse algoritmo para o caso onde hd n processadores
disponiveis. Em particular, o tempo de execugdo correspondente deve ser O(n°), no
exame da complexidade de comunicagdo de Algoritmo 3.6.6 relativo a um esquema
particular de alocagdo de processadores. Um esquema direto consiste em alocar as
operagdes incluidas em cada unidade de tempo aos processadores. Em particular, as n’
operacdes simultaneas do passo / podem ser alocadas igualmente entre os =
processadores como segue. Para cada / <i <n, o processador P; computa C'(i, j, ) =
A@, 1)B(l, j), onde 1 <j, [ <n;logo, P; tem que ler a i-ésima linha de A e toda a matriz B
da memoéria compartilhada. Um trafico de O(n’) niimeros é criado entre a memoria
compartilhada e cada uma das memorias locais dos processadores.

A h-ésima iteragao do laco no passo 2 requerrf??h operagoes simultaneas que
podem ser alocadas como segue. A tarefa do processador P;¢ atualizar os valores C'(i,
J, 1), paratodo o / <j, I <n; logo, P; pode ler todos valores necessarios C'(i, j, /) para
todos os indices / <j, [ < n, e pode entdo executar as operacdes requeridas nesse
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conjunto de valores. Novamente, O(n’) entradas sdo trocadas entre a memoria
compartilhada e a memoria local de cada processador.

Finalmente, o passo 3 pode ser implementado facilmente com O(n) comunicagdes,
desde que o processador P; tenha que armazenar a i-ésima linha da matriz produto na
memoria compartilhada, para / <i <n. Entdo, t€m-se um esquema de alocagdo de
processadores que adapta o principio do escalonamento com uma exigéncia de
comunicagio de O(r”).

O limite superior para o problema de multiplicacdo de matrizes conhecido ¢
O (n**"*), atribuido a Pan ([PAN78]).

3.7 Conclusdes

Complexidade de um algoritmo ¢ o esfor¢o (quantidade de trabalho) de um
algoritmo. As principais medidas de complexidade sdo tempo e espaco, relacionadas a
velocidade e quantidade de memoria, respectivamente. A complexidade depende da
particular entrada: os principais critérios sdo pior caso e caso médio.

A complexidade ¢ determinada com base em operagdes fundamentais e no
tamanho da entrada. Ambos devem ser apropriados ao algoritmo ou ao problema. A
complexidade experimental costuma depender de detalhes de implementacao, variando
de maquina a maquina. Analise matematica fornece a complexidade intrinseca do
algoritmo.

A complexidade exata fornece muita informacao, sendo, muitas vezes, dificeis
suas determinagdo e analise. A complexidade assintética da o desempenho para entradas
de tamanho grande.

As principais notagdes de comportamento assintdtico dao limites superior (O),
inferior () e exato (©), a menos de constantes multiplicativas. Algoritmos polinomiais
tém complexidade O (nk); os com complexidade ©(2") sdo exponenciais.

Observou-se que a computacdo do multiplicagdo de matrizes ¢ um processo
particularmente propicio para o processamento paralelo sincrono. Entretanto, a analise
realizada dos algoritmos sincronizados de produto de matrizes, levou ao entendimento
de quais caracteristicas especificas de arquiteturas para estruturas paralelas influenciam
na determinacao do melhor algoritmo paralelo.

A determinacdo do melhor algoritmo tem seu lado tedrico e seu lado pratico. No
lado tedrico, considera-se apenas a analise do algoritmo em fun¢do do numero de
operacdes fundamentais e do nimero 6timo de processadores necessarios para essa
resolugdo. Infelizmente, para comprovacao pratica dessa escolha, encontram-se outras
dificuldades, como: tempo de comunicagao, sincronizagdo e troca de dados; o tamanho
do problema pode vir a determinar diferentes algoritmos como 6timos em uma mesma
maquina paralela, como por exemplo em uma maquina vetorial, onde o tamanho da
entrada determinara se o tempo de montagem do pipeline (startup) ira ou ndo afetar o
tempo total de processamento.

Percebe-se com esse curso que muitas questdes ainda devem ser pesquisadas,
para que se tenham repostas praticas que auxiliem na formac¢ao de um conhecimento
basico de programacgdo paralela, na criacdo de uma cultura paralela. Essas questdes
dizem respeito a importancia do tempo de geréncia (overhead) e seu impacto no tempo
de processamento e na complexidade de um problema; impacto das contingéncias de
memoria no desempenho de programas paralelos; uso de algoritmos sincronos e
assincronos em diferentes ambientes; definicdo de linguagens de descrigdo de
algoritmos paralelos capazes de descrever a exploracdo do paralelismo, de facilitar o




104 ERAD 2002 - Sao Leopoldo, 15-19/jan/2002.

calculo da complexidade de tempo e espago; determinacdo do niimero Otimo de
processadores, enfim. Esse curso apenas iniciou a discutir a importancia da teoria, da
analise de complexidade de algoritmos paralelos para o desenvolvimento de programas
paralelos eficientes.
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